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auf ebener Erde in einem Entfernungsbereich 
> von der Ordnung einer Wellenlänge 


Von K. F. Niessen 


Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips’ Gloeilampenfabrieken 
Eindhoven-Holland) 


Zusammenfassung 

Die Wellen, die von einem auf der Erde stehenden vertikalen 

Dipolsender ausgestrahlt werden, können in einem Aufpunkt in dr 

Erdoberfläche (in einem Abstand r vom Sender) entweder durch die US a 
Wirkung ihres horizontal gerichteten Magnetfeldes oder durch die = 

Wirkung der vertikalen Komponenten ihres elektrischen Feldes __ 

beobachtet werden. (Die horizontalen Komponenten des elektrischen 

Feldes sind meistens schwach.) Die Amplitude der betreffenden 

Feldstärke, multipliziert mit der Entfernung r, und so normiert, 

daß dieses Produkt bei einer Strahlung oberhalb einer unendlich 

gutleitenden Erde für jeden Abstand gleich 1 sein würde, wird 

hier als „Maß“ M(H), bzw. M(E) als Funktion von r und von 

Bodenart und Wellenlänge 4 angegeben. Diese Wirkungsgrößen 

sind untereinander verschieden und gleichfalls verschieden von dr _— 

üblichen Größe YR?+ 52, in der R und % die reellen Größen sind, 

die bei der Zerlegung der Hertzschen Vektorfunktion 77 auftreten: 2 

r 


mit j=)-1.- 


Das Ersetzen ee üblichen Größe durch andere ist notwendig, 
sobald man sich nicht mit dem Gebiet begnügt, in welchem die be- 
kannte Sommerfeldsche Fortpflanzungsformel für drahtlose Wellen 
entlang einer ebenen Erde gültig ist. Diese Formel konnte nach 
einer Arbeit von van der Pol und Verf. als eine erste Näherung 
aufgefaßt werden und kann auch auf die dort angegebene Weise 
verschärft werden, wobei Formeln entstehen, die auch auf kleinere 
Entfernungen vom Sender, z. B. bei r ~ A, angewandt werden können. 
Nur muß hierzu der Sender auch in diesen kleineren Abständen 
noch als Dipolsender aufzufassen sein. Die Erweiterung der 
II-Formel für kleinere Abstände macht zu gleicher Zeit die oben- 
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erwähnte Änderung in den maßgebenden Ausdrücken notwendig, 
damit eine treue Abbildung des Produktes von Feldamplitude und 
Entfernung erreicht werde. Bei der Berechnung des Korrektions- 
termes, der hier speziell für kleine numerische Distanzen angegeben 
wird, haben wir den allgemeinen Fall von Bodenart und Wellen- 
länge betrachtet, wobei die sogenannte numerische Distanz in der 
Sommerfeldschen Arbeit komplex wird. Der Korrektionsterm ist 
übrigens. verschieden, je nachdem eine magnetische oder elektrische 
Kraftkomponente zum Empfang benutzt wird. Die erweiterten Aus- 
drücke für M als Funktion vom Absolutwert o, und Argument b 
der komplexen numerischen Distanz 9 = o,¢e° findet man für 
0, <1 in (22) angegeben. 

In einer folgenden Arbeit werden wir Formeln und Figuren publi- 
zieren, die auch für größere Werte von o, anwendbar sind. Die Abwei- 
chung von dem Sommerfeldschen Ausdruck ist aber am deutlichsten 
bei kleineren numerischen Distanzen, weshalb wir hier den analy- 
tischen Teil für den Fall 9,< 1 vorausschicken. Die diesbezüglichen 
Figuren werden später zusammen mit den für o, ~ 1 gegeben. 

Vorliegende Berechnungen sowie die in der folgenden Arbeit 
zu veröffentlichenden Figuren sind von großer Bedeutung für die 
Frage, wie aus Feldmessungen in der Umgebung eines Senders auf 
seine Intensität geschlossen werden kann. 


Rs $1. Fall reeller numerischer Distanz 


ng ‘ van der Pol und Verf.!) haben für die Hertzsche /7-Funk- 
tion im bekannten Sommerfeldschen Problem eines vertikalen 
Dipolsenders auf ebener Erde untenstehende Formel — 


h? k,? k, Ohr k, ehr 


in der r den Abstand zwischen dem sich auf der Erde befindenden 
Aufpunkt und dem Sender darstellt. 

Die Parameter k,?, k,? haben die gebräuchliche Bedeutung 
bzw. für Luft (Index 1) und Erde (Index 2): rs 


WO & die das Leitvermögen, die 
Winkelfrequenz und j= Y— 1 ist. Weiter ist: 
1) B. van der Pol u. K. F. Niessen, Ann. d. Phys. [5] 6. S. 273. 1930; 
B. van der Pol, Ztschr. f. Hochfr.-Techn. 37. S. 152. 1931; K. F. Niessen, 
Ann. d. Phys. [5] 16. S. 810. 1933. 
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Aus Gl. (1) wurde dann bei der Annahme: 


und für Entfernungen, groß 


kr>1 
bei nichtleitender Luft ist ja k, = da 1, o, = 0 ist) 
bekannte Sommerfeldsche Formel abgeleitet: 2x7 
Ve 
(3) |1 + fer dol, 
0 
wobei 
_ Ik’r 
Ausdrücklich wurde damals von uns betont, daß diese Formel ‚er 


übereinstimmte mit der von Sommerfeld 1926 angegebenen, also 
nicht mit der von ihm 1909 abgeleiteten Formel. Die sogenannte 
„numerische Distanz“ o ist nur dann reell, wenn ERSTE 


Annahme nichtleitender Luft (¢, = 0) reell war. o fällt dann mit = 


seinem Absolutwert o, 
(5) 0 2 | k,?| a 


zusammen. Schreibt man im Falle reeller numerischer Distanz, 
also im Falle einer gutleitenden Erde 


dann sind die Größen: a a 
u,=1—2YVo,e-% | e“dw, 
reell. a 
Als Maß für die Wellenübertragung wird dann genommen: PR: = 3 


Der Umstand, daß die Sommerfeldsche Formel aus der strengen 
Formel (1) ableitbar war, ermöglichte es uns damals, die Sommer- 
feldsche Formel zu verschärfen. Der Übergang von (1) nach (3) ER 
wurde dazu nur um eine Potenz von k,?/|k,?| genauer ausgeführt 
und da man offenbar nach (5) schreiben kann: 
k,? 2% 


Ry Er 

= 


¥ Ü br 
| 
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Pr 
| EEE in bezug auf die Wellenlänge A, d.h. für 
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so lief die erwähnte Verschärfung hinaus auf Hinzufügung von 
Termen mit einer höheren Potenz von 1/k,r. 

Die erweiterte Formel war somit auch auf viel kleinere Ent- 
fernungen anwendbar als die ursprüngliche Sommerfeldsche. Auch 
damals wurde das Resultat geschrieben in der Form: ; 


II (r) = ——(U,+ 


worin U, und V, reell waren und nur für = 
1 
iibergingen?). Als Maß für die Wellenfortpflanzung wurde damals 


genommen: af 


— 0 in u, und vo, 


| 


PR,=e% V 20, Se, 

Obiges wurde nur fiir den Fall reeller numerischer Distanz, 
also fiir gutleitende Erde abgeleitet. 

Die Größe YU,? + V,* gibt aber das im Anfang definierte Maß 
auch im Falle reeller numerischer Distanz nicht genügend genau 
wieder: Wie wir später sehen werden, muß es durch die Formel (25) 
berechnet werden, wo P, entweder mit einer Größe T, oder mit 
2T, zu ergänzen sein wird, je nachdem die Magnetkraft oder die 
vertikale elektrische Kraft gemessen wird. 


(pate § 2. Fall komplexer numerischer Distanz 


In der vorliegenden Arbeit werden wir eine ähnliche Ver- 
schärfung ausführen für den Fall einer komplexen numerischen 
Distanz, also für eine Erde, wo Leitungs- und Dielektrizitätsstrom 
ein beliebiges Verhältnis haben können. Selbstverständlich bleibt 
angenommen: 

(9) > k,”, 
da die Erde ein viel „dichteres“ Medium ist als die Luft. Über- 
dies wird sich ergeben, daß das übliche Maß Y U?+ V? eigentlich 
nicht dem angestrebten Annäherungsgrad angepaßt ist und denn 
auch durch ein anderes zu ersetzen ist. 


1) Große Buchstaben {U, V oder U,, V,) deuten an, daß der Korrektions- 
term mit 1/k,r berücksichtigt wurde. Ein Index 0 weist immer auf Realität 
der numerischen Distanz hin (verschwindendes Argument b = 0). 


Ber 
| 
VU 
a poate wofür sich unter Benutzung der soeben definierten reellen Größen a 
4, 
mit: 
BS 4 
4 
4 


wo 
v(0) = Ynoe-e 
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In dieser Arbeit wollen wir uns nicht mehr beschränken auf den 
Fall reeller Distanz, so daß wir nicht nur & 0, 


| 
oder sogar 


zulassen wollen. 
Da jetzt k,? nicht mehr als praktisch rein imaginär aufgefaßt 
werden kann, schreiben wir: 


(10) k,?= |k,?| e” 
wobei tg b das Verhiltnis vom zum Leitungsstrom in 


der Erde angibt: 


is 


+ 


(12) 
wobei o, der auge von @ ist: 


0 


= 


wegen des nme o-Wertes komplex sind. 
Man kann u (o) und v(e) in ihre reellen und imaginären Sei 
zerlegen und (14) in der Form: 


wo Rs; und Gs reell sind, deren Index S auf die ursprüngliche, also a4 
noch nicht verschirfte, Sommerfeldsche Formel hinweist. Als Es: ine 


Maß für die Wellenfortpflanzung wird dann gewählt: 


VRS +3- 
Durch Substitution von (12) in (14a) findet man: 


: 

wi 

> 

4 

| wal 
4 

| 

2 
q 

> 

Rs = 1 — 20, - cos {(t? — 1) 9, sin b + b}dt 
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+ Vo, @ cos (0. sin b — 2): 


Für |k,?|=oo wird g,=0, so daß bei Strahlung oberhalb einer 
unendlich gutleitenden Erde wird 


VRE + = 1. 
Bis hier hat es sich gehandelt um die urspriingliche Sommer- 
feldsche Formel nur mit komplexer numerischer Distanz. 

Wenden wir uns jetzt zum Korrektionsterm (d.h. zum Term 
mit 1/k,r) der im Falle komplexer o die Anwendung der Formel 
auch auf kleinere Entfernungen gestatten wird. 

Genau so wie die Sommerfeldsche Formel mit reeller Distanz 
von unserer allgemeinen Formel (1) ableitbar war, kann auch die- 
jenige mit komplexer numerischer Distanz, d.h. [(14), (14a)] aus (1) 
abgeleitet werden. Im Zusatz aber wird dieser Übergang aus- 


geführt unter Beibehaltung einer um J höheren Potenz von TE 
2 


mit: 


129°— 49 +1 


16 
| Ve 8 
die jetzt wegen des komplexen o-Wertes g = g,¢/° beide komplex 
sind. Werden sie in ihre Real- und Imaginärteile zerlegt, so läßt 
sich schreiben: 
ihr ihr 
e e A 
(16b) IT (r) = sper (U + ıV) = (R ] N) 
mit reellen Größen R und §, die nur für a 
1 


von soeben übergehen: 
R= Ry + Terme mit — 


— 
15b 
BE... 
| 
| 
3 
M 
4 
= als zur Ableitung der gewöhnlichen Sommerfeldschen Formel not- ES 
wendig ist. So findet man im Zusatz 
Rund & sind Funktionen von 9,,b und ——- 
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§ 3. Über den analytischen Ausdruck für das definierte Maß 
“ Es fragt sich nun, ob hier bei der verschärften Formel wohl 
sinngemäß gewählt s sein , würde. Es vied sich aime zeigen, daB in 
dem hier betrachteten Annäherungsgrad etwas anderes als VR? + 3? 
als Maß gewählt werden muß und daß die früher getroffene Wahl 
VU 
im Falle reeller numerischer Distanz, wo wie in (7) auch 1/k,r 
neben 1 beibehalten wurde, nicht dem dort angestrebten Annäherungs- 
: grad angepaBt war. Welche Anderungen in diesem MaB bei An- 
= wendung der verschärften Sommerfeldschen Formel anzubringen 
sind, hängt ab von der Weise, worauf man die Wirkung der Strahlung 


beobachtet. 

Nehmen wir zuerst an, daß im Aufpunkt die magnetische Kraft " 
gemessen wird, die immer horizontal und senkrecht zum Radius- T rk: 
vektor r gerichtet ist und mit H, angedeutet wird (p = Azimutal- ho tye 

und also bei Benutzung von un 
r 
Bedenkt man noch, daß 
2nc 


so ergibt sich fiir den Absolutwert: 


| 
|H,| 
an! 


k? 2 0 OR 

2& — 3 ): 
R und % waren nämlich Funktionen von g,, b und 1/k,r, aber in 
dem mit 1/k,r behafteten Korrektionsterm kann man sie als Funk- 
tionen von bloß o, und b auffassen, weil wir in der verschärften 


Formel zwar o> neben 1 beibehalten, aber doch pe Hed neben 1 
ır (k, r)? 


1) Für die Beziehungen zwischen den magnetischen und elektrischen 
Feldern einerseits und der Hertzschen JJ-Funktion andererseits verweisen 
wir nach Sommerfelds Artikel über drahtlose Telegraphie in Riemann- 
Weber. 
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vernachlässigen En, d. h. wir dürfen im Korrektionsterm die 
Größen R und % durch. u. und % ersetzen. Aus (17) geht hervor, 
daß wir jetzt nicht 


20, a3 
(18) 


Nehmen wir aber an, daß im Aufpunkt nicht die Magnetkraft, 
sondern die vertikale elektrische Kraftkomponente E, sen wird 
(die 3-Achse ist vertikal gedacht), so brauchen wir: = te. R 


also (16b) 


20, . 2% 9% 


17 


wobei jetzt ws (2) neben 1 fortgelassen wurde. 
1 
Da hier 


a3 OR 
2 R- -3 


ist, muß jetzt als Maß nicht YR?+ 9%, sondern 


as) = 4 ze (me — 
1 

gewählt werden. 

Vollständigkeitshalber wollen wir noch den Fall betrachten, daß 
im Aufpunkt die Wirkung der horizontal gerichteten Komponenten E, 
der elektrischen Kraft gemessen wird. 

Hierfür haben wir: 

r r 03 a= 

Dieser Komponent kann also nicht aus unserer Formel (1) ab- 
geleitet werden, weil diese sich nur auf Aufpunkte in der Erdober- 
fläche (4 = 0) bezog, während hier in erster Instanz die /7-Funktion 
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in einem Punkte in der Luft (3 > 0) bekannt sein muß, damit diese 
nach 3 differentiert werden kann. Es gibt aber eine Formel von 
Sommerfeld!) für /7(r,3) bei einem kleinen Verhältnis 3/r und 
eine Formel von van der Pol und Verf.) für 77(r,3) bei beliebigen —__ 
3-Werten, wobei aber jedesmal 1/k,r gegen 1 vernachlässigt wurde. _ 

Die unsrige lautet: 


II (r,3) = 1+ / 2Vore 
mit 


der Abstand vom Sender bis den sich jetzt frei in DR Luft (3 > 0) a 
befindenden Aufpunkt, und 
R)= jk’R 
Ersetzt man in o(R) und go’ den „räumlichen“ Radiusvektor R Se IN 
durch r, so ergibt sich die Sommerfeldsche Erweiterung, die nur 
für kleine 3/r gültig ist. 


Beide Formeln können natürlich benutzt werden um E, in 
einem Aufpunkt auf der Erdoberfläche nach der Vorschrift (20) zu 
berechnen. Da aber, wie gesagt, in beiden Formeln schon 1/k,r 
gegen 1 vernachlässigt war, kann man sich diese Vernachlässigung ‘eae: 
auch bei der Auswertung der Vorschrift (20) erlauben und findet dann: 


=, 


jkr 
«@ 
E, = u(0), 
ky r 


wo u(o) die in (14a) definierte Funktion des komplexen o-Wertes cif d 
ist. Zum V ergleich mit den Fällen, wo H, oder E, gemessen wird, — as 3A 


schreiben wir tty 
k, 

E, =— ei % 

so daB neben den dort PFET Ausdriicken (18) und (19) hier Ra; 
als Maß gewählt werden muß: 

ky 


was wegen k,?<|k,?| klein in bezug auf die Einheit ist. Das war _ eae 


auch gerade der Grund, warum es hier erlaubt war Formeln 

4 DD A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 81. S. 1135. 1926. Sey 


2) Balth. van der Polu. K.F. Niessen, Ann. d. Phys. [5]10. 8.485.191. 


4 
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j Hierbei ist: 
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u 
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für J7(r,3) zu benutzen, worin schon vom Anfang an 1/k,r gegen 1 
vernachlässigt war. 
Zusammenfassend schließen wir also, daß wir in den Fällen, 


M(H,) = Va: (x, 
2) | - 
ME) = 


Sind die zwei ersten gleich 1 und die dritte gleich 0, so hat man 
es mit Strahlung oberhalb einer unendlich gutleitenden Erde zu tun. x 
§ 4. Durchführung der Verschärfung bei kleinem Modulus a 
der numerischen Distanz 

Zur wirklichen Berechnung dieser Wirkungsgrößen als Funk- 
tionen von g,, b und 1/k,r müssen wir also nicht nur die in (15a, b) 
schon gefundenen Größen R, und Ys; kennen, sondern auch die reellen 
Größen R und % als Funktion von o,, b und 1/k,r bestimmen. 

Dazu haben wir nur o=o,e'? in den Ausdruck (16, 16a) 
für U+jV zu substituieren und die Zerlegung 


U+jV 
in Real- und Imaginärteil auszuführen. Die sich dann ergebenden 
Ausdrücke für # und § gehen natürlich für — —> 0 in Rs und %s 


über. 

In dieser Arbeit wollen wir nur den Fall go, <1 untersuchen, 
da für größeren Absolutwert der numerischen Distanz der hier er- 
wähnte Korrektionsterm, d.h. der Term mit 1/k,r, der zur Ver- 
schärfung der Sommerfeldschen Formel hinzugefügt wurde, außer 
acht gelassen werden kann. 

Deshalb benutzen wir für Rs und Ys nicht die allgemein 
gültigen Ausdrücke (15a) und (15b), sondern ihre Annäherungen 
bei 0,<1, welche sich aus den bei o,<1 gültigen Entwicklungen 
von (14a) ergeben. 

(2)? (20° 


2 
T+ 


2 
v( = Yao (1—e + 


worin 0 = 0,e/" zu substituieren ist. 
0 
Aus der Zerlegung von 


ut+tjv=Rs i 


| 
a in H,; E, oder E, gemessen wird, als Maß für die Wirkung 3 
+ 4 
of Rs ), 
— 
f 
RR 
“ql 
= 
2 
| 
... 
\ 
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folgt dann für die reellen Größen Rs und $s 
Rs = 1 — 20, cos b + cos _ 


Is = — 20,8in b+ | 

Um für den Sonderfall 9,<1 auch R = 5 zu finden, ent- 
wickeln wir auch die in (16a) angegebenen Differenzen U — u(o), 
V — v(o), welche mit 1/k,r proportional waren, nach Potenzen 


von g und substituieren darin wiederum po = o,eib. 
Da u(e)+ (0) soeben schon zerlegt war, findet man jetzt 


sofort für 0, <1: 
R= Rs + Ye 
2 S 


wenn hier nur Ye, und Aes 1 TIER werden. Nach > 
Substitution in den in (21) angegebenen Ausdriicken fiir das Wir- 


kungsmaß ergibt sich: 

M (E,) = Vn yl — 49, cos b 
mit 

(22) T, =— 2)xo, b, 

K,= rac V2 0, cos — — 20, sin b), 

woraus die Bedeutung des hinzugefiigten Korrektionstermes mit 1/9, nes a 

speziell im Falle kleiner numerischer Entfernungen ans Licht kommt. oe ay 


Zum praktischen Gebrauch dieser Formeln bemerken wir, daß 
nach Einführung des in CGS.-Einheiten gemessenen Leitvermögens a: 


03 


o = 
4nc? 


(c = Lichtgeschwindigkeit) 


t 
, [4 
= 
u 
* 
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man nach (13) und (11) hat: 


| 
&3 
| tg due 
Weiter ist: 
@ ar 


Auch Sommerfeld!) hat die Wirkung des Senders speziell 
bei kleiner numerischer Distanz betrachtet und erhielt in unserer 


Sommerfeld hatte dabei seine in 1909 
geleitete Formel fiir die Hertzsche Funktion zugrunde gelegt. Seine 
in 1926 für J7 angegebene Formel unterscheidet sich von der ersteren 
durch einen Zeichenwechsel von Ya und hat die in (3) erwähnte 
Form. Van der Pol und Verf. leiteten 1930 mittels operatorischer 
Methoden, wo alle Vorzeichen in funktionentheoretischer Weise ein- 
deutig festgelegt werden konnten, eine allgemeine Formel für J7 ab, 


vs <1 in die Sommerfeldsche 
2 


Formel von 1926 überging, welche wir in unseren weiteren Arbeiten 
dann auch immer statt der ersteren benutzten. 

Die Betrachtung der Wirkung des Senders bei 0, <1 wurde B: 
bei Somnierfeld, wenn die zweite /7-Formel zugrunde gelegt worden 
war, geführt haben zu 


die, wie schon erwähnt, für 


(24) M=yı-2 sin + — 4cosb). 


Diese würde dann mit den hier von uns abgeleiteten Formeln 

für M(H,) und M(E,) übereingestimmt haben, wenn darin für einen 
Augenblick der mit n/o, behaftete Korrektionsterm außer acht ge- ; 
lassen wird. 

Wiewohl 7 <1 ist (die Erde ist immer ein viel dichteres 
Medium als die Luft) kann doch bei ast der Wert von n/o, er- 
heblich werden, so daß der Korrektionsterm erm nicht mehr voran ch- — 
lässigbar ist. 

Man hat m gesagt, 


1) A. Sommerfeld, Jahrb. f. drahtl. Telegraphie ni Telephon 4. 8.157. 
1911. Formel (9). 
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Nun war bei der Ableitung der unverschärften Formel k,r>1 
z.B. kr > 10 angenommen. Bei der verschärften Formel haben wir 
noch eine Potenz von Ik r hinzugenommen, so daß hier 


k,r>4 genügt. Dak = em ist, bleibt die verschärfte For- 


mel also noch gültig, wenn man r bis zu r ~ A abnehmen läßt und 
einen wirklichen Dipolsender vorausgesetzt hat. 


Die Größe 7 = 4 kann im Gültigkeitsgebiet der Formel also 
o 


sicher Werte von !/, annehmen. Deshalb gibt es Fälle, wo die 
Korrektionsterme K, oder K, von derselben Ordnung werden wie 
der neben 1 auftretende Term T,. 

In einer folgenden Arbeit wollen wir den Einfluß des neuen 
Termes in graphischer Weise näher betrachten. Darin werden wir 
die Entwicklungen nach o, noch um einige Terme weiter durchführen. 


Wir möchten noch die Gelegenheit benutzen, den früher für 
den Fall reeller numerischer Distanz (d.h. bei b = e ag 
Ausdruck 


worauf schon im PER hingewiesen wurde, PREV einen anderen 


zu ersetzen. 
Der damalige Ausdruck war basiert auf dem im allgemeinen 


üblichen Maß: 


Zwar wurde, um die Fortpflanzungsformel zu verschärfen, wohl für 
R und % nicht die (bei der Sommerfeldschen Lösung gehörigen) 
Größen Rs und Ys benutzt, sondern die hier erwähnten Größen R 
und % (wo @ hier komplex, damals aber reell war), aber ein solches 
Verfahren war nicht dem angestrebten Annäherungsgrad angepaßt, 
wie in vorliegender Arbeit ausführlich besprochen wurde. 

Man muß vielmehr einen der drei in (22) angegebenen Ausdrücke 
als Maß betrachten, je nach der Kraftkomponente, die zum Empfang 
benutzt wird. Diese geben dann für die in der Praxis wichtigeren 
F Eon daß H, oder E, benutzt wird: 


>, 
a 
2 
4 
M=V/ u,?+0,2+ 
¥ 
4 
| 
de 
2 2 ot to 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 28. 1937 7 2. 


Zusatz: Über die Ableitung der verschärften J/-Formel ap: n 
im Falle komplexer numerischer Distanz RER 


": handelt sich zuerst um' die Frage, welche Potenzen 


von - i neben 1 in der Vereinfachung der allgemeinen Formel (1) 
beizubehalten sind, damit eine Verschärfung der Sommerfeldschen 
Formel bei onslne numerischer Distanz herauskommen wird. 
Mittels der schon früher von van der Pol und Verfasser bei 
der Herleitung der unprünglichen Formel be- 
nutzten Substitution 
we 


bekommt man in a 


Va 
ds =— 2eihre-a 
h? 
Ves 


0, = (hy — hr 
0,=j(k, —h)r. 
Wir wollen untersuchen, inwieweit man auch jetzt noch die 


untere Grenze Yo, durch joo ersetzen darf. Wegen |k,?|>k,? und 
(10) hat man näherungsweise: u 


k,| 


—— ‚[3a b 
Vor = 
Die Ersetzung von Vg, durch j 00 bedeutet, daß man dem Inte- 
Ve 


gral J noch das Integral f hinzugefügt hat, was nur erlaubt ist, 
joo 
wenn letzteres praktisch verschwindet. Dazu genügt, daß e“* prak- 
tisch verschwindet 


also daß. 
(27) 2/>0. 
Wegen - Ves? PX "| S 1 braucht man dazu gar noch nicht sities 
ER selbst wenn wir 
k,r~2 oder 3 


wählen und für b die in der Praxis vorkommenden Verte, wird 
die Größe | (22 
r cos 


| 
| 
= 
| 
| 
| 
| 
3 3 
17 | 
4 
| 
3 | 
| 
| 
: 
| 
= | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
q 0B 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
: : | | 
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Wir schreiben nun weiter: 


4jhr 
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genügend stark negativ um den Ausdruck (27) praktisch verschwindend 
klein zu machen. 


Nur fir b = 5 d.h. nach (23) für A>0, würde obige Größe 


nicht mehr negativ sein. Dann aber wird k,r = Ber 


und 
wird der Integrand des hinzugefiigten Integrals nicht so rapid 
herunterfallen wie soeben, aber wird jetzt unendlich rapid von Vor- 
zeichen wechseln wegen des Teiles: 


at 


wenn nach w, d.h. nach r, integriert wird. 


jkr 
e 


Vw'+2jhr Vejhr 


= 
joo jo j eo 


wobei wir also | 37 Fiz 


Fiir die danidigs Ableitung der urspriinglichen Sommer- 
feldschen Formel genügte der erste Term in [---]. Wegen der 
nihilierenden Wirkung von e“* bei w->j0o bedeutet die obige Ver- 
nachlissigurg eigentlich die Vernachlässigung von 5 


| gegen 1 vernachlässigen. 


4 


vernachlässigt, was wir nun konsequenterweise überall bei der Ver- 
einfachung der allgemeinen Formel (1) ausführen werden. So u. 
man dann z. B. 


wo 


ays 


r 


“oy! 


3 


Y2jhr 


73 
=" 
a 
4 
gegen 1. 
= Nun ist wegen (9) nach (26) und (2) 
0, m 
2 k,* 
0%, =0rI740, 
= 
Man bekommt dann: 
— dw + fetdw _ aw = 
mit 
é 


vernachlässigbar 


32 
also in Übereinstimmung mit dem vorgenommenen Annäherungsgrad. 


Auch kann im dritten Term 1 _ durch —1— ersetzt werden, 
4jhr 4jk,r 


gegen 1, 


> 


da der Unterschied mit (3) 
2 
in [---] läßt sich bringen in die Form: 
4e 


Ve 
e 


ER 
; 


4 


0 
de \? . 
Bedenkt man, daß A) proportional 23 ist, so sieht man beim 
e 2 
Vergleich mit dem ersten Term in [---], daß t? im Exponenten der 
zweiten fortgelassen werden darf. Solcherweise findet man aus der 


allgemeinen Formel schließlich: 


jkr . 
I(r) = + jV) 
| 
vg. 
hy? Ve 16 


U = + 
1297-40941 he 
ets fe dw 


0 
wo u (g) und » (g) die in (14a) definierten Ausdrücke sind. 
man noch: 


i 


zweite Term — 
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Br Vergleicht man in [---] den letzten Term mit dem ersten, so sieht 
man, daß r = 0 gesetzt werden darf, wenn q 
— 
igung von 4 
. 
Ber. nal ist. Der 
Setzt 
000.80 hat man hier für U und V den Ausdruck (16a) gefunden. = [ 
Eindhoven, 8. Oktober 1936. a 
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III. Wärme- und Elektrizitätsleitung beim 
von transversalem zu longitudinalem Magnetfeld $e 


Von E. Griineisen und J. Gieleßen aay * 


(Mit 10 Figuren) 


er In zwei früheren Mitteilungen (1) wurde über die Änderung 
der Wärme- und Elektrizitätsleitung (W.-L.; E.-L.), sowie der Thermo- 
kraft e von Wismutkristallen in transversalen Magnetfeldern berichtet. 
Die vorliegende und eine demnächst folgende Untersuchung geben 
die Änderung von A, x und e beim Übergang vom transversalen 
zum longitudinalen Felde (im letzten Fall also H parallel zur Längs- 
achse des stromführenden Kristallstäbchens). Dieser Übergang er- 
folgte durch Drehung des magnetischen Vektors [Drehwinkel w')] 
in folgenden Achsenschnitten des Stabes: beim Kristall 66, der nahe 
parallel zur trigonalen Hauptachse gewachsen war (= 2°), in der 
xz- und yz-Ebene (vgl. I, S.452, Fig.2); beim Kristall 51, der nahe 
senkrecht zur trigonalen Hauptachse gewachsen war (gy = 86°), nur 
in einem Achsenschnitt, der die Hauptachse und die Stabachse ent- 
hielt. Wegen der unvollkommenen Orientierung der Nebenachse 
zur Stabachse (vgl. I, S. 454, Fig. 7b) fällt jener Achsenschnitt weder = 


mit der yz- noch mit der zz-Ebene zusammen, sondern bildet mit Lee, a 
der ersten einen Winkel von etwa 10°, mit der zweiten einen Winkel == 


von etwa 80° (bzw. 209. 

Wir haben uns wegen des großen Zeitaufwands für die A-Mes- 
sungen auf die beiden genannten Kristalle und im allgemeinen auf 
die Temperatur des Sauerstoffbades beschränkt. Im Stickstoffbad 
sind nur die elektrischen Widerstände und einige ausgewählte 4 ge- 
messen. Die Stärke des Magnetfelds betrug zwischen 650 und 6100 Oe. 
Weitere Feldsteigerung macht für die longitudinale Stabstellung 
Schwierigkeiten. 

Hauptziel der a war wieder die Frage, inwieweit 
sich Gitter- und Elektronenleitung beim Wärmetransport in Wis- 
mut durch Magnetfelder eindeutig voneinander trennen lassen, oder 


1) Wir benutzen y fiir Drehungen des magnetischen Vektors in einer 
durch die Stabachse gelegten Ebene, $ maß früher die Drehung in einer Ebene 
senkrecht zur Stabachse. 
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mit anderen Worten, ob sich die Anderung der W.-L. des Bi im 
Magnetfeld aus der Änderung der E.-L. verstehen läßt. 

2. Versuchsanordnung. Gegen früher (I, $2) wurde nur insoweit 
eine Änderung getroffen, als der Probestab (Bi, Fig. 1), auf etwa 
2cm Länge gekürzt, nicht mehr senkrecht, sondern horizontal in 
den evakuierbaren Messingzylinder M (lichter Durchmesser = 3,4 cm; 
vgl. I, Fig. 1a, wo der Buchstabe M oben am Messingzylinder stehen 
sollte) eingebaut wurde. Dazu diente das in Fig. 1 gezeichnete 
Gerüst, das mit seiner Fußschraube S in das schon früher von 


G 


Stanniol 
: 7 Wee Fig. 1. Anordnung des Stabes für Übergang von transversalem __ 
zu longitudinalem Feld ; 


cet Griineisen und Reddemann(2) benutzte und hier nicht nochmals 
gezeichnete Bodenstück von M festgeschraubt wurde. Auf dem Ge- 
ss rüstkopf K war die ebenfalls nicht gezeichnete, schon früher be- 
es nutzte Heizspule angeschraubt. Das Gerüst bestand im wesentlichen 
Pr aus zwei rechtwinkligen Kupferstücken k,, k,, die durch zwei dünne 
 Glasstäbchen G und eine Messingfeder F nachgiebig miteinander 

verbunden waren (Fig.1a und b). Die Blattfeder mit Stanniolunter- 
lage St sollte verhüten, daß bei starken Abkühlungen durch ver- 
schiedene Ausdehnung von Glas und Kupfer zu starke Scherkräfte 
auf das zwischen die Kupferstücke eingelötete Bi-Stäbchen ausgeübt 


‘ 

= 

| 
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würden. Trotzdem hatte sich zwischen zwei Versuchsreihen mit 
Bi 66, das wegen Spaltbarkeit | Basis besonders bruchempfindlich 
war, dort, wo das „untere“ Ende in das Kupferstück k, eingelötet 
war, ein Riß gebildet, der aber, da außerhalb der Meßlänge, keinen 
Einfluß auf die Meßergebnisse hatte. 

Um während des Einlötens des Kristalls die Stabilität des Ge- 
rüstes zu erhöhen, wurde der Messingträger T (in Fig. 1a gestrichelt) 
an den Kupferstücken festgeschraubt. Für die Messungen wurde 
er entfernt. 

Die große Oberfläche des Kupferwinkels k,, einschließlich der 
Feder F usw., bedingte eine Erhöhung des Leistungsverlustes der 
Heizspule durch Strahlung. Er wurde nach Auslöten des Bi-Stabes 
gesondert gemessen und zwei- bis dreimal so groß gefunden, wie 
bei den Messungen in I für die Heizspule allein. Er betrug bis 
zu 5°/, der zugeführten Leistung und wurde bei jeder A-Messung 
als Korrektion angebracht. 

Zwischen den Messungen des el. Widerstands und der W.-L. 
war früher (vgl. I, $ 3) der Cu-Drahi, der den durch den Stab 
fließenden Meßstrom zum Spulenkörper führte, hier abgelötet worden, 
um Wärmeaustausch durch ihn zu vermeiden. Bei den folgenden 
Messungen, wie auch bei der Verlustmessung der Heizspule, blieb 
der Draht angelötet, wurde jedoch durch Zwischenschaltung eines 
2cm langen Stückes dünnen Manganindrahtes für Wärmetransport 
ungefährlich gemacht. Dies brachte den Vorteil, daß die Mes- 
sungen von x, A und e ohne die geringste Veränderung der Apparatur 
aufeinander folgen konnten. 

Über das Meßverfahren für x, A, e und H ist sonst gegen früher 
nichts Neues zu berichten. 

3. Elektrische Messungen. Die Absolutwerte des spez. Wider- 
standes haben wir für Bi66 und Bi51 aus I, Tab.1 übernommen. 


für Kristall 66 ist in Fig. 2, 


Ry 
Ry=o 


Die Widerstandserhéhung vy = 


die für Bi 51 in Fig. 3 als Funktion des Drehwinkels des magn. 
Vektors bei konstantem H und als Funktion von H bei konstantem 
dargestellt. Die Produkte aus E.-L. x und abs. Temperatur T für 
verschiedene H und w finden sich in Tabellen 1—3. 

Bi 66 (yg = 2°): Der Stab war zunächst so eingelötet, daß die 
x-Achse horizontal lag, die Drehung des magn. Vektors also in der 
zz-Ebene erfolgte. Für diesen Fall gelten die Figg. 2a und b, 
welche qualitativ das gleiche Bild zeigen, wie die Fig. 10 bei Stier- 
stadt(3). Der Unterschied liegt nur darin, daB die Widerstands- 
erhéhungen bei uns wegen der viel tieferen Temperatur viel gréBer 

16* 
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sind. Wir haben unsere Messungen über alle yw von —180° bis 
+180° ausgedehnt und auch gezeichnet, weil die Veränderung des 
Kurvenbildes mit der Feldstärke besser hervortritt und weil im 
Gegensatz zu den A- und Ae-Kurven gezeigt werden soll, daß Feld- 
umkehr praktisch ohne Einfluß auf vg ist. Da bei der Widerstands- 


b) d) m 
y~ +10} 50 y 
0-030 
| 0-MT 


§ 


S 


S 


& 
T T T T 1 T T T T T T T T Tr ; 


10 


Fig. 2. Bi66 (p = 2°): a) el. Widerstandsvergrößerung v,, (H || xz-Ebene) 
bei — 183° und — 192°C in H = 1500, (2520) und 6100 Oe, 

b) v,, als Funktion von H für y = 0° (H~||z) und fiir y = + 90° (H ~| 2), 

€) vy, (H\|yz-Ebene) bei — 183° und — 194° C in H = 1500 und 6100 Oc, 

d) v,, als Funktion von H für y = +10°(H ~ |z) und für y = + 100°(H ~ y) 


messung der Hauptstrom kommutiert und aus beiden Ablesungen 
das Mittel gebildet wurde, scheint die Einflußlosigkeit der Feld- 
umkehr selbstverständlich. Deshalb sei ausdrücklich hervorgehoben, 
daß die Kommutierungseffekte so klein und unsystematisch waren, 
daß wir glauben, sie auf kleine Temperaturschwankungen der beiden 
Ko/Bi-Kontaktstellen zurückführen zu sollen, die durch Siedeverzüge 
in den die Kontakte umspülenden O,- und N,-Bädern bis zur Größen- 
ordnung von 2/100° wohl möglich sind. 

Fig. 2c und d zeigen die Ergebnisse, wenn man H in der yz- 
Ebene herumschwenkt. Dazu war der Stab in einer um 90° um 
seine Längsachse gedrehten Lage eingelötet worden, ohne daß sonst 
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an der Montierung, z. B. den Thermoelementen, irgend etwas geändert 
wurde. Die Zuordnung des Winkels w=+2° zur Lage Hllz, die 
nur auf einige Grade sicher ist, sollte also für Fig.2a und c in 
gleicher Weise gültig sein. 

Man bemerkt, daß die vy-Kurven in Fig.2c gegen die in Fig.2a 
gleiche Minima, aber viel höhere Maxima haben und außerdem um 


1% 


BB 


Ke 


= 


4 


Fig. 3. Bi51l @ = 86°): a) el. Widerstandsvergrößerung v, bei — 183, 1° und 
— 194,4° C in H = 2520, (4850) und 6100 Oe, b) v, als Funktion von H bei 
— 183,1°C für die Feldrichtungen y = + 7, + 45, + 85, + 130 und + 160° 


etwa 8—10° nach rechts verschoben sind. Daß fiir H|z1J, Min.) 
die vy in Fig.2a und c gleich groß sind (vy = 1,26 für H = 1500 Oe; 
1,71 für H = 6100 Oe), ist selbstverständlich. Die Maxima für H | x 
und H||y müssen jedoch verschieden sein, da sie den Minima und 
Maxima der Fig.3a in I, S.453 entsprechen. Die 8—10°-Verschie- 
bung der Kurve in der y2-Ebene gegen die in der z2-Ebene hat 
schon Stierstadt (a.a. 0. 8.657, Fig.17a) gefunden und wohl 
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richtig damit begründet, daß die bei unserer Anordnung vertikale 
Ebene durch die z-Achse im Falle der Fig. 2a eine Symmetrieebene 
des Gitters ist, im Falle der Fig.2c jedoch nicht. Stierstadts 
Meinung über die Größe der Verschiebung möchten wir uns jedoch 
nicht anschließen. 

Die Änderung von vq mit der Stärke des Feldes (Fig. 2b und d) 
bietet gegenüber den früheren Erfahrungen nichts wesentlich neues. 
Die Proportionalität mit H? ist nicht gut erfüllt. 

Da Stierstadt die kristallographische Orientierung seiner 
Kristalle zum Magnetfelde besser bestimmen konnte, als wir, so haben 
wir für Bi 66 die von uns zu yw = + 6° geschätzte Longitudinal- 
stellung auf Grund der vy-Kurven und der Stierstadtschen Er- 
fahrungen auf y = + 2° korrigiert. 

Bi 51 (p = 86°): Der Stab war so eingelötet, daß die Basis- 
ebene vertikal lag’. w= + 7° entsprach nach unserer Messung der 
Longitudinalstellung | Basis?.. In dieser hat die v„-Kurve bei 
schwachem Feld (650 Oe) etwa ihr Maximum (sehr breit) erreicht?), 
bei zunehmendem Felde (2520 Oe) erhält sie eine Einsattelung, bei 
6100 Oe ein absolutes Minimum (Fig. 3a). Dem entspricht (Fig. 3b, 
y= + 7°) ein zunächst rasches, später langsames Anwachsen von 
Un mit H. 

Für und |z (w= + 97° und — 83% haben wir für 
2520 Oe wieder die gleichen vy, wie in I, Fig. 5a fir H||+z. Bei 
w = + 85° entspricht dem absoluten Minimum in schwachem Felde 
nur eine Einsattelung in starkem Felde. Deshalb steigt vy mit H 
in Fig. 3b stark beschleunigt an. Die Form der Kurven mit den 
ungleichen Maxima in Fig. 3a ist typisch für den Fall, daß weder die x- 
noch die y-Achse in die Stabachse fällt (Winkel Stab/y-Achse = 10°). 

Die Kurve für H = 6100 und — 194°C ist nur durch einige 
Punkte belegt und wurde deshalb nur gestrichelt. 

4. Wärmeleitungsmessungen. Wegen der Kürze der Meßlängen (1,10 
und 1,23 cm) war der Formfaktor nur ungenau aus Länge und Quer- 
schnitt bestimmbar. Da es uns darauf ankam, die neuen A-Werte 
im longitudinalen Magnetfelde mit den alten im transversalen zu 
vergleichen, so haben wir die feldlos gemessenen A durch Korrektion 


1) Nach Stierstadt der Fall P,. 

2) Von der noch 4° betragenden Neigung der Basis gegen die Stabachse 
sei hier abgesehen. 

3) Die fast sinusförmige v,,-Kurve für 650 Oe ist nur durch 6 MeBpunkte 
belegt und in Fig. 3a nicht mit aufgenommen; 5 Punkte sind aber in Fig. 3b 
verwertet. Vgl. auch Stierstadt, a.a. O., wo der Sinuskurventyp wegen hoher 
Temperatur noch bei 3000 AW/cm besteht. 
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des Formfaktors von Bi 66 um — 2°/,, des von Biöl um — 5%, 
den früheren feldlosen A-Werten (I, Tabellen 1, 2 und 4) angeglichen. 
Mit den so korrigierten Formfaktoren sind dann sämtliche A der 
Tabellen 1—3 berechnet worden. Die Bestimmung der Formfaktoren 
aus dem el. Widerstand der Meßlänge und dem früher (I, Tab. 1) 
angegebenen spez. Widerstand ergab auf 1—2,5°/, dieselben Werte 
wie die Angleichung, schien uns aber deshalb nicht sicher, weil die 
el. MeBlinge (Abstand der Potentialsonden) nicht genau gleich der 
thermischen Meßlänge (wirksamer Abstand der Thermoelemente) zu 
sein braucht. 

5. A als Funktion der Feldstärke H. Aus Fig. 4 erkennt man, 
daß ebenso wie das elektrische, so auch das thermische L.-V. bei 
Bi 66 (| Achse) durch ein longitudinales Feld weniger beeinflußt wird, 


0,15 


©, 
be/-647C 


0 - 616°C 


Jong. 


| 
4 6k0e 0 2 


l | 


H> 
a) Bi66(H||az-Ebene) b) Bi 66 (H||yz-Ebene) ec) Biöl(H||bis 1 2) 
Fig. 4. Bi66 und 51: A als Funktion von H 


als durch ein transversales, während bei Bi51 (| Achse) die Kurven 
für long. und transv. H sich für H = 3700 schneiden. Dieser Schnitt- 
punkt entspricht ziemlich genau dem der vy-Kurven für y= + 7° 
und + 85° in Fig.3b. Für H < 3700 Oe hat also das long. Feld 
stärkeren Einfluß auf x und A als das transversale’). Bei Bi 66 zeigen 
einige Kurven eine wellige Form, die wir für reell halten, da die 
relative Genauigkeit der A-Messungen groß ist. Die Widerstands- 
kurven (Fig. 2) lassen von dieser Welligkeit nichts erkennen, sie tritt 
aber bekanntlich beim Widerstand in tieferer Temperatur auf, wie 
de Haas und Mitarbeiter gefunden haben (4). 

Im übrigen sei auf die A, H-Kurven der früheren Abhandlung 
(I, Fig. 8) verwiesen, die sich z. T. mit den neuen decken. 
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6. A als Funktion der Feldrichtung w für Bi 66 (= 2°). Auf 
die vollständige Aufnahme der A, w-Kurven haben wir auf Grund der 
in I an Bi 72 gemachten Erfahrungen besonderen Wert gelegt. 
Fig. 5a gibt die starke Veränderung von }, wenn das Magnetfeld H 
in der zz-Ebene, Fig. 5b, wenn H in der yz-Ebene ganz herum- 
gedreht wird. Die volle Umdrehung hatte sich in I als notwendig 
erwiesen, weil Feldumkehr ein anderes A ergeben kann. Man sieht, 


daß in beiden Achsenschnitten der Einfluß der Feldumkehr nur gering 


73 
H=0 H-0 

long. —“fransv. 


Aly 
in% long. —‘transv. in 


3% 


an 


a) H|xz-Ebene, ¢ = — 181,6° C, b) H||y z-Ebene, ¢ = — 181,3° C 
Fig. 5. Bi66 (@ = 2°): A als Funktion von y für H = 1500 und 6100 Oe. 


ist, wenn er auch mit wachsendem Felde zuzunehmen scheint. Er 
verschwindet bei longitudinalem und hat ein Maximum bei trans- 
versalem Felde. 

Im transv. Felde ist die A-Abnahme für H | x (Fig. 5a) geringer 
als für H|y (Fig.5b). Für H = 6100 finden wir 22°/, im ersten, 
26°/, im zweiten Falle (aber nur 22,4°/, bei — 194° C, Tab. 2). Fir 
H =7800 gibt Rodine(5) etwa 27°/, im ersten, fast 33°/, im zweiten 
Falle (auf — 180°C extrapoliert). Der Unterschied ist wohl weniger 
auf die andere Feldstärke, deren Einfluß hier gering ist (vgl. Fig. 4), 
als auf eine größere Reinheit des Rodineschen Wismuts zurück- 
zuführen. Für long. Feld liegen keine Messungen von Rodine vor. 

In Tabelle 1 und 2 sind die Einzelbeobachtungen von A für 
beide Achsenschnitte gegeben. Die bei H = 1500 und 6100 0e, die 
den Figg. 5a und b zugrunde liegen, wurden durch je zwei Punkte 
bei H = 650, 2520 und 4850 Oe ergänzt, die in Fig.4 mit verwertet 
sind. Sie gelten für nahe long. und transv. Feld. Die Beobachtungen 
für nahe long. Feld (y=0° in Tab. 1, w=-+ 10° in Tab.2, durch 
Kursivdruck hervorgehoben) stimmen, wie es sein muß, paarweise gut 
überein und beweisen die relative Genauigkeit der A-Messungen. 
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Tabelle 1 
 Bi66; = 2°; Hilwz-Ebene (25. 5.—12. 6. 1936); A in 
t | N x 7-10-5| t H| » 
181,68) 0| — | 0,126,*)| 22,06 |—181,55|4850 090,114, 
0 
-181,66| 650/ 0° 0,123, | 20,04 |~181,47/4850 + 90% 0,100, 
181,56, 650|+ 90% 0,114, | 13,50 |-181,526100 090,113, 
—181,79}1500 0% oa, | 17,51 [181026100 + 
— 181,75|1500|+ 20% 0,117, | 1626 | 18104181001 90° 0'0991| 
— 181,67|1500| + 60°] 0,108, | 10,09 | 1816216100 1.120 0,100: 
— 181,65|1500|+ 90°) 0,107, 890 |- 18158181001 11409 0101 
—181,67/1500| +120° 0,108, 998 151750161001. 0106" 
—181,69|1500|+150° 0,112, | 13,72 181’57/8100| 21800 01137 
—181,7311500| +180°) 0,121, 17,51 18158/61001 160° 0'108° 
—181,78|1500| 160° 0,117, | 1661 1300 
| 6100 — 60°| 0,101, 
~181,62'2520| 0°! 0,118, | 15,38 |—181,55/6100|— 20°! 0,105, 
—181,50'2520|+ 90° 0,104, 5,80 
Tabelle 2 a 
Watt 
‘pp, _ 9. | . i — 
Bi66; = 2°; Hllyz-Ebene (29. 6.—12. 7. 1936); 4 in | 
t | H| » | a ¢ » 
181,68, 0) — | 0,126,*)| 22,06 [-181,3814850|+ 10° 0,114,| 12,99 = 
-181,55| 6501 + 10° 0,124, | 19,96 |181,19]4850|+100° 0,093,| 1,09 
—181,38| 650|+100° 0,108, | 12,22 |—181,38/6100'+ 10° 0,114,| 11,79 = 
— 181,46|1500|+ 10° 0,120, | 17,39 + 20, 0200 
— 181,34|1500] + 40° 0,110, | 13,51 181°1718100 100° 0-093" 
—181,23/1500|-+ 70°| 0,102, 798. 1.190% 
~ 181,19/1500| + 100°) 0,100, 649 11512818100 160°| 0100" 
— 181,39|1500) +130° 0,103, 8290 
— 181,46/1500| +160° 0,110 1885 |- 181718181001 0108° 
~ 181,38|1500|—1704 0,120, | 17,54 181”11 81001 0'097° 
—181,20|1500|— 80° 0,102 6,03 ‚1116 «| 0,097, 
— 181,12)6100 — 80° 0,096, 
—181,78/2520'+ 10°) 0,119, | 14,68 50° 0,097, 
— 181.7512520 — 80° 0,100, | (3,38)**}]—181,18/6100|— 20° 0,100, 
181,75 2520 +100°| (0.098,)**) 3,26 | 
194,0 0 — |0146, | 21,61 |[-193,79/2520 +100° 0,115, 
stag — |~193,75/4850| + 10°| 0,133, 
—193,93| 650 + 10° 0,143, | 18,77 |-193,74.4850 + 100° 0,112, 
193,83} 650) +100°| 0,125, 991 |_193956100.+ 10° 0,132, | 
—194,0211500|+ 10° 0,140, | 16,16 |--193,726100|+100° 0,112, | 
193,78 1500 +100° 0,118, 4,57 |-193,73,6100,— 80° 0,116, 
—193,85/2520|+ 10°| 0,136, | 14,20 | 


*) Mittelwert aus den Beobachtungsreihen für Tabellen 1 und 2 
**) Die geklammerten Zahlen sind interpoliert. 
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7. 4 als Funktion von w für Bidl (p = 86%. In Fig. 6 und 
Tab.3 wird fir einen nahe senkrecht zur Achse gewachsenen Kri- 
stallstab der Einfluß der Feldrichtung gezeigt. Zunächst fällt auf, 
daß long. und transv. Feld sich in ihrer Wirkung auf Bi, weniger 
unterscheiden als auf Bi,, und zwar deshalb, weil das long. Feld 


m 
Hlz Hlz 
Ny transv. 
Jong. 


Hlz —H-6100 


A 
-10° 0 +90 + 70° 0° +90° +760° 
v— 

Fig. 6. Bi5l (9 = 86°): A als Funk- Fig. 7. Bi51: Feldumkehreffekt 
tion von für 2520 und 6100 Oe bei $(4, — ;,„) bei verschiedener 


Watt) 


@ = 86°; | bi . 3.—8. 5. ; {in | 
a Bi5l; » = 86°; H || bis 1 z (13. 3.—8. 5. 1936); A in lea —— 


t H| yw | 3 |H| y 


ol — |o183,! 22,37 |-181,48 \61001+ 7° 
2520 8°/0,158,| 7,17 |—181,55 6100)+ 40° 
2520|+ 10°|0,158,; 7,19 |-181,52 6100 + 55° 
2520 + 25°|0,159,| 6,99 |-181,50 6100| + 85° 
2520 + 45°|0,158,| 6,84 |-181,48 6100) +115° 
2520 68° |0,161,| 8,54 |- 181,49 6100 +124° 
2520 |+ 85° | 0,163, — 181,36 |6100 +145° 
2520|+100°/0,161,; 8,91 |—181,48 +175° 
2520 +115°|0,159,| 6,50 |—181,42 |6100| — 173° 
2520 |+137°|0,156,| 5,55 |—181,47 6100 — 155° 
2520 +160°|0,157,| 6,16 |—181,50 6100| - 125° 
— 181,70 | 2520 —172° 0,156,| 7,08 |-181,54 6100 — 110° 
— 181,82 | 2520 |-150°|0,159,| 6,78 |—181,53 6100, — 95° 
— 181,70 | 2520 |-135° | 0,157,| 6,71 |—181,53 6100 — 80° 
— 181,72 | 2520 |—120° 0,160,, 7,51 |-181,53 | 65° 
— 181,75 | 2520 |-112° 0,160,| 8,38 |—181,53 | 
— 181,76 | 2520|— 95° 0,163,| 10,55 |—181,41 6 0,144, | 
— 181,73 | 2520 |— 65°/0,159,| 6,52 |-181,54 5° | 0,149, | 
— 181,70 | 2520|— 43°|0,158,| 5,55 

— 181,98 | 2520 20° 0,158,| 6,16 

— 181,96 | 2520/— 10° 0,158,| 6,68 


ot 


= 

: 

& 

pi Pr 2520 0 f 

015 + 0005 

a x T-10~* 
= —— 4 

5,77 4 

2,63 
2,28 
3,37 
1,76 
1,65 4 
2,08 
4,90 
9,0 

3,77 

2,24 
2,66 

3 
3,39 

9£ 
2,60 
1,79 | 
1,67 

- 3) 

2,04 

1,97 
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stärker wirkt, wenn es senkrecht zur trigonalen Achse steht (Bi51), ER Er, 
als wenn es parallel zu ihr steht (Bi 66). = 
Ferner zeigt Fig.6 einen deutlichen Einfluß der Feldumkehr, 


der als — Ay+a2) in Fig. 7b dargestellt ist, mit wachsendem H 


zunimmt und von der Feldrichtung derart abhängt, daß er für Hz 
verschwindet, für H | z etwa sein Maximum hat. Das gleiche fanden 
wir in I, Fig.10b, für Bi 72. Ein Unterschied besteht nur darin, 


= 
Fig. 8. Bi66 (9 = 2%: A als Funktion von x7 bei — 181,5° C BEN 
in magn. Feldern verschiedener Richtung und Stärke Be Fu 


daß H | z in Figg.6 und 7 ein longitudinales Feld bedeutet, in I, 
Fig.10b jedoch ein transversales. Es kommt also für den Feld- 
umkehreffekt weniger auf die Stellung des Feldvektors zur Strom- 
richtung an, als auf die zum Kristallgitter. Der Effekt verschwindet 
stets für Hz, er hat ein Maximum für etwa H | z. Die Höhe des 
Maximums bei 6100 Oe beträgt, wenn der Wärmestrom I_|H aber 
12 (Bi51) oder wenn I,|z aber 1 H (Bi66), etwa 1,5°/, (Fig. 6 
und 5); wenn Jj H und |z, etwa 3,6°/, (vgl. I, Fig. 10b). Dies 
erscheint wenig, ist aber von der Gesamtänderung AA ein erheb- 
licher Bruchteil. 

Übrigens ist unbekannt, wieviel auf diese Dinge die Unreinheit 
der Bi-Kristalle ausmacht. Jedenfalls halten wir für notwendig, bei 
Wärmeleitungsmessungen im Magnetfelde den Einfluß der Feldumkehr __ 
zu untersuchen. 
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8. Beziehung zwischen Wärme- und Elektrizitätsleitung bei Ver- 
änderung von Feldstärke und Feldrichtung. Wie in I, Figg.11 und 12 
tragen wir auch jetzt wieder in Figg.8—10 A als Funktion von xT 
auf (Zahlen in Tab. 1—3). Wegen des viel reichlicheren Beobach- 
tungsmaterials für Bi66 und 51 lassen sich die früheren Schluß- 
folgerungen jetzt besser prüfen. 


0,15 

cmGrad oH=- ole 
an 
013 


an 


gn 


ENTER? 
BAL 1 17 

3. Miliz 
4. HL Jy, Az } bei -187,3°C 
6. HL. Jy, | 146°C 


alk. L l 1 | 1 


L 
15 20-10° 


} bei -193,8°C 


& 


Bi66: A als Funktion von «7 im Longitudinal- und Transversalfeld 


Bi 66 (~ Bi,): In Fig.8 sieht man zunächst sämtliche Beob- 
achtungen an Bi66 bei — 181,5° eingetragen. Auf den ersten Blick 
möchte es scheinen, als gruppierten sich sämtliche Punkte, die für 
verschiedene H und w gewonnen sind, mit zufälligen Fehlern von 
einigen Prozenten in A auf der Geraden, deren Anfang und Ende 
angedeutet ist und deren Lage mit der in I, Fig. 12a für T=91,8°K 
gezeichneten nahe übereinstimmt. Wir erwähnten aber schon, daß 
unsere A-Messungen eine hohe relative Genauigkeit haben, und deshalb 


ir 


| 
Lar 
4 
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müssen wir die Streuung der Punkte für reell halten. Es gibt also | 
keine eindeutige Zuordnung der A zu den x-Werten. a 

Beschränkt man sich (Fig. 9) auf die MeBpunkte, für welche der 
magnetische Vektor in eine der Haupt- oder Nebenachsen fällt 
(Hliz, x, y), so scheinen sich die Punkte für jede Temperatur und 
jede H-Richtung besser um eine der Geraden 1—5 zu gruppieren, 
die annähernd einander parallel sind. Die Geraden 2, 4, 5 muß 
man sich natürlich für H<650 bis 0 in aufwärts gebogene Kurven 


of- 008 A 


A =2520 ” 
=-4850 ” 
6100» 


o 
#+ 
0 5 0 15 200° 


Fig. 10. Bi5l (p = 86°): A als Funktion von x T bei — 181,7°C 
(magn. Felder verschiedener Stärke und Richtung zwischen H|jz und H\| J,) 


fortgesetzt denken, da sie in den Endpunkten (H = 0) der Geraden 1 
und 3 endigen müssen. Die mit I bezeichneten Punkte entstammen 
übrigens unserer Abh. I. Eine besondere Bedeutung möchten wir 
den gezeichneten Geraden vorläufig nicht beilegen. Sie sollen nur 
beweisen, daß jedenfalls auch für Bi, die Beziehung zwischen und x 
von der Richtung des magnetischen Vektors im Kristall abhängt. 
Bi 51 (~ Bi 1): In Fig. 10 sind sämtliche Meßpunkte eingetragen. 
Sie beziehen sich auf —181,7°C und nur auf Bälle, wo H in der 


vr 
A 
= 

: 
x A 
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_ durch z- und Stabachse bestimmten Ebene liegt. Von den ein- 
_ gezeichneten Kurven verbindet die stärkst gekrümmte Beobachtungen 
für long. Feld (HI, und | 2), die schwächst gekrümmte Beobach- 
tungen für transv. Feld (Hz. Die Kurve mittlerer Krümmung 
schließt sich etwa der Gesamtheit der Beobachtungen am besten an. 
; Aus den früheren Messungen an Bi72 (-Bi,) in I wissen wir 

aber, daß für transv. Feld und H ız') die MeBpunkte sich sogar 
einer nach oben gekrümmten Kurve anpassen würden. Hätten wir 
also auch Bi5l noch um 90° um seine Längsachse gedreht, so daß 

die H-Richtung parallel zur Basisebene herumgeschwenkt wäre, so 
würden die Meßpunkte in Fig.10 garbenartig auseinander streuen, 
wie in I, Fig. 11. 

BR 9. Ergebnis. Die neuen Messungen bestätigen also sowohl für 
Bi, wie für Bi, das Ergebnis der früheren, daß die W.-L. im 
Magnetfeld keine eindeutige Funktion von x ist. Deshalb muß die 

früher durchgeführte Extrapolation auf H= oo zum Zweck der Tren- 
mung von Elektronen- und Gitterleitung als sehr unsicher gelten 

und wird hier unterlassen, zumal da sie etwa auf dasselbe Ergebnis 
führen würde, wie I, Tab. 6. Den Zweifel an der Berechtigung der 

_ Extrapolation hatten wir schon in I zum Ausdruck gebracht. Die 
_ Anderung von A im Magnetfelde zeigt eben besondere Eigentümlich- 
a2 keiten, die sich bei der Änderung von x nicht finden, z. B. den Ein- 

_ fluB der Feldumkehr. Es scheint uns ein theoretisch interessantes 
_ Problem, diesen Unterschied der magnetischen Feldwirkung auf die 
_ Elektronenleitung der Wärme und Elektrizität verständlich zu machen. 
Darum muß es sich wohl handeln. Denn daß ein merklicher Ein- 
_ fluB des Magnetfeldes auf den Gitteranteil der W.-L. bestünde, ist 
sehr unwahrscheinlich. 
é 10. Zusammenfassung. Die beschriebene Anordnung gestattet, 
Elektrizitäts- und Wärmeleitung von Bi,- und Bi,-Kristallstäben 
PR bei —183° und —195°C in transv. und long. Magnetfeldern von 
650—6100 Oe zu messen. 

Die Ergebnisse für die E.-L. x bestätigen und ergänzen das 
schon Bekannte: bei Bi, stark abnehmender Einfluß von H bei 
Übergang von transv. zu long. Felde; bei Bi, : Feldeinfluß am kleinsten 
bei schwachem Felde in fast transv. Stellung, bei starkem Felde in 
long. Stellung; Feldeinfluß am größten bei schwachem Felde (650 Oe) 
in long. Stellung, bei starkem Felde zwischen long. und transv. Stellung. 
Die Ergebnisse für die W.-L. A bestätigen die unserer früheren 
auch ein voll- 


ig 

| 
| 
- 
| 
| 
1) Dieser Fall entspricht I, Fig. 11, Kurve 2. 
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ständiges Bild des Einflusses der Feldrichtung (w) bei Übergang von 
transv. zu long. Stellung. Dabei entspricht die A-Änderung quali- 
tativ ungefähr derjenigen von x. Allerdings ist die A-Abnahme im 
Felde viel geringer als die von x, was jedenfalls auf den Gitter- 
anteil der W.-L. des Bi zurückzuführen ist. Außerdem bestehen 
auch Unterschiede in der -Abhängigkeit — z. B. ein Einfluß der 
Feldumkehr auf 4, der auf x sicher nicht in gleichem Maße be- 
steht —, die zur Folge haben, daß A keine eindeutige Funktion 
von x ist. Es wird deshalb von einer Verwertung der Beobachtungen 
zum Zwecke der quantitativen Trennung von Elektronen- und Gitter- 
anteil am Wärmetransport, die ursprünglich das Ziel der Unter- 
suchung war, abgesehen. 


Der Helmholtz-Gesellschaft danken wir für die en 


1) E.Grüneisen u. J. Gieleßen, Ann. d. Phys. [5] 26. 8.449; 27. 
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2) E.Grüneisen u. H. Reddemann, Ann. d. Phys. [5] 20. S. 843. 
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3) O. Stierstadt, Ztschr. f. Phys. 80. S. 636. 1933. 
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Bemerkungen über die 

in der positiven Säule von 


Ein vor einigen unternommener Versucht, die Energie- 
bilanz der positiven Edelgassäule zu bestimmen, hat den experi- 
mentellen Nachweis erbracht, daß bei Drucken > 1 mm Hg ein 
merklicher Bruchteil der elektrischen Energie im Volumen der Säule 
in Wärmeenergie umgewandelt wird?. Über die Ursache dieser 
Wärmetönung wurde angenommen, daß sie allein durch die Impuls- 
abgabe der Elektronen bei ihren elastischen Zusammenstößen mit 
den neutralen Gasatomen entsteht. Eine Berechnung des Effektes 
mit Hilfe der Elektronentemperaturen, welche Hirchert und 
Seeliger ermittelt hatten, ergab jedoch erhebliche Diskrepanzen: 
Nur für Helium wurde eine leidliche Übereinstimmung erzielt, für 
Argon und Neon aber waren die experimentellen Werte wesentlich 
größer als die berechneten. Besondere Schwierigkeiten bereiteten 
Beobachtungen über die Größe der Volumenwärme bei unsauberen 
Bedingungen. Alle diese Ergebnisse schienen darauf hinzuweisen, 
daß die Impulsübertragung der Elektronen auf die neutralen Gas- 
atome allein die Volumenwärme noch nicht erklärt. 

Wie sich jedoch inzwischen herausgestellt hat, rühren diese 
Diskrepanzen zwischen den experimentellen Ergebnissen und der 
Theorie lediglich von Fehlerquellen her, welche innerhalb des Rah- 
mens der damals benutzten Annahmen liegen. Einmal hat eine 
Nachprüfung der Zwischenrechnungen ergeben, daß bei der Berech- 
nung der Volumenwärme aus den experimentellen Temperatur- und 
- Druckwerten eine Vernachlässigung?) angewandt wurde, welche die 
experimentelle Volumenwärme zu groß erscheinen läßt. Hierdurch 


1) K.Sommermeyer, Ann.d. Phys. [5] 13. S. 316. 1932. 
2) Bestimmungen der Strahlungsenergie und der Rekombinationswirme 
in dem gleichen Druckintervall vgl. M. J. Druyvesteyn, Ztschr. f. Phys. 81. 


3 S. 571. 1933; M. J. Druyvesteyn u. W. Warmholtz, Phil. Mag. 171. S. 1. 
te iia 3) In der Formel S. 318 oben ist bei richtiger Rechnung Tp durch die 


Temperatur in der Säulenachse zu ersetzen. 
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war auch der schwer erklärliche Charakter des Verunreinigungs- 
effektes bedingt. Und zum anderen haben wir schon an anderer 
Stelle ausgeführt‘), daß die von Hirchert und Seeliger an- 
gegebenen Elektronentemperaturen nicht die damals angenommene 
Genauigkeit beanspruchen können und in einigen Fällen kleiner sind 
als die wirklichen. Beide Fehlerquellen beeinflußten also die Er- 
gebnisse in gleicher Weise so, daß die experimentellen Volumen- 
wärmen größer werden mußten als die theoretischen. 

Die Neuberechnung der experimentellen Volumenwärmen (unter 
Benutzung der alten Versuchsprotokolle) ergibt für saubere Bedin- 
gungen?) die aus den Figg. 1—3 ersichtlichen Werte. (Ein Ver- 
gleich mit den früheren Ergebnissen zeigt, daß ein beträchtlicher 
nem nur im Falle des Neon besteht. Die Volumenwärme 


| 
02+ 
02 
01 
on 1 2 3 y 1 2 3 % 5 
Fig. 1. Neon an & Be 2. Argon Fig. 3. Helium 
besitzt hier jetzt einen geringeren Wert.) Den Vergleich 
der experimentellen Werte mit den theoretischen, welche wir mit > 


den erwähnten Elektronentemperaturen neu berechnet haben, enthält ck ‘a 


E, 
ié theoretisch | experimentell 
Ne 0,05 ee; 


A 0,15 
He 0,10 


> 0,35 < 1,1 


Die Übereinstimmung ist befriedigend, wenn man die Unsicher- 
heiten der angewandten Methoden berücksichtigt. Die beiden 
wesentlichsten Fehlerquellen, welche nur mit einem außerordentlich 
großen Arbeitsaufwand vielleicht beseitigt werden könnten, sind: 


K. Sommermeyer, Ztschr. f. Phys. 87. 8S. 741. 1934. 

2) Bei unsauberen Bedingungen liegt die neuberechnete Volumenwärme 

_ jetzt in keinem Falle über 30°/,. Sie kann daher jetzt ohne weiteres durch 

Anregung der Schwingungen von Verunreinigungsmolekülen erklärt werden. 
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1. Es ist schwer, die Größe der Kontraktion der positiven Säule 
quantitativ zu erfassen. Hieraus ergibt sich eine Unsicherheit für 
die experimentellen Volumenwärmen von etwa 50°/,. 2. Bei allen 
Berechnungen und Messungen wird die Säule als statisch angesehen, 
während sie doch in Wirklichkeit aus laufenden Schichten besteht. 
Es werden also immer nur schwer definierbare Mittelwerte gemessen 
und für die Rechnungen benutzt. Alles zusammengenommen, er- 
scheint es jedenfalls nicht verwunderlich, wenn zwischen experimen- 
tellen und theoretischen Werten Abweichungen bis zu 100°/, vor- 
kommen. 

Die Annahme, daß die Volumenwärme nur durch die Impuls- 
übertragung entsteht, ist also mit den experimentellen Resultaten 
verträglich. Da anderseits keine weiteren Elementarprozesse er- 
sichtlich sind (vgl. den Schlußabschnitt), welche einen merklichen 
Beitrag zur Volumenwärme leisten können, dürfte nun gesichert sein, 
daß die Wärmetönung in der Edelgassäule praktisch nur durch die 
elastischen Elektronenstöße hervorgerufen wird. 

Analoge Verhältnisse scheinen ganz allgemein bei Entladungen 
in einatomigen Gasen vorzuliegen: Nach Druyvesteyn und Warm- 
holtz}) tritt in der Natrium—Edelgas-Säule bei Edelgasdrucken größer 
als einige Millimeter Hg eine meßbare Volumenwärme auf, welche 
man nach einer Rechnung von Druyvesteyn und Warmholtz 
gleichfalls allein durch die Impulsübertragung der Elektronen er- 
klären kann. Und schließlich führt eine kleine Rechnung zu dem- 
selben Resultat für die von Elenbaas untersuchte Quecksilber- 
Hochdruckentladung. 

In der Elenbaasschen?) Quecksilber-Hochdruckentladung (Rohr- 
durchmesser 2 cm, i = 5,5 Amp., mittlere Dampfdichte entsprechend 
16,15 cm Hg bei 0° C) herrscht, wie Elenbaas nachgewiesen hat, 
mit großer Annäherung thermodynamisches Gleichgewicht, so daß 
die Elektronentemperatur nur wenige Prozent über der Temperatur 
des Dampfes liegen kann. Es müssen daher bei der Berechnung 
der Energieübertragung durch die elastischen Elektronenstöße auch 
die inversen Prozesse berücksichtigt werden, und es ist zu zeigen, 
daß man nur eine geringe Temperaturdifferenz zwischen Elektronen 
und Quecksilber anzunehmen braucht, um die richtige experimentelle 
Volumenwärme berechnen zu können. Die inversen Prozesse werden 
mitberücksichtigt durch den von Cravath*) abgeleiteten Ausdruck 


ruyvesteyn u. W. Warmholtz, a.a. O. 

nbaas, Physica I. S. 211, 673. 1934. 

Jravath, Phys. Rev. 36. S. 248. 1930. 
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für den mittleren Wert des Verhältnisses der von den Elektronen Ei & 
pro Stoß a Energie zur ursprünglichen: RE 
K = 2,66 |! , V = Hg-Temperatur, V* = Elektronentem- 


peratur. Für die Volumenwärme ergibt sich hieraus!): 


E, m y* 
Benutzen wir die von Elenbaas auf S. 678 angegebenen 
Temperaturen, berechnen wir die freien Weglängen der Elek- 
tronen aus den hierdurch gegebenen Dampfdichten und den von 
Kollath?) angegebenen Wirkungsquerschnitten, benutzen wir ferner 
die von Elenbaas angegebenen Werte für den Gradienten von 


Wert) für o = 0,97. Es ist also die Annahme einer Temperatur - 


differenz von nur wenigen Prozent notwendig und wir kénnen somit 
die Entstehung der Volumenwärme auch in der Quecksilber-Hoch- 
druckentladung allein durch die Impulsübertragung der Elektronen 
auf die neutralen Quecksilberatome erklären. 

Zur Diskussion über die Elementarprozesse, welche im Volumen 
eine Wärmeentwicklung verursachen können, möchten wir noch fol- 
gendes bemerken: Die von Steenbeck*) vorgeschlagene Impuls- 
übertragung der Elektronen auf die positiven Ionen kann bei den 
hier diskutierten Entladungen keine Rolle spielen, da sich selbst = = 
bei der Elenbaasschen Entladung noch die Langevinsche Bee —__ 
weglichkeitsformel bewährt. Eingehendere Überlegungen erfordert eo 2 
jedoch die Frage, ob durch Stöße zweiter Art zwischen angeregten 
und normalen Atomen eine merkliche Wärmemenge erzeugt werden r * 
kann. Man weiß, daß die durch Stöße zweiter Art hervorgerufenen Be 
Übergänge auf dichtbenachbarte Terme relativ wahrscheinlich sind, Pech 
und es ist daher, zumal da die Absolutbeträge dieser Übergangs- = 
wahrscheinlichkeiten meistens nicht festliegen, von vornherein gar RS 


nicht ausgemacht, daß nicht bei großen Konzentrationen von an- 
geregten Atomen hierdurch eine merkliche Wärmeentwicklung zu- 
stande kommen kann. Im Falle der Edelgassäule kann diese Mög- 


1) Vgl. K. Sommermeyer, Ann. d. Phys. [5] 13. S. 325. 1932. ve er 
2) R. Kollath, Phys. Ztschr. 31. S. 985. 1930. Der Wirkungsquerschnitt 
ist wahrscheinlich die unsicherste Größe in der Rechnung. Wir haben ge- 


2 
wählt Wy mmHg = 30 


3) M. Steenbeck, 5 Ztschr. 33. 


S. 899. 1932. 


8 Volt/cm und für die Volumenwärme von 70°/,, so ergibt sichaus | 
der Gleichung (als ein iiber den Entladungsquerschnitt gemittelter = 
| = 


2 


ER 
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lichkeit folgendermaBen ausgeschlossen werden: Man kann nach- 
rechnen, daß sich eine meßbare Wärmetönung ergeben würde, wenn 
bei jedem Zusammenstoß eines angeregten Atoms mit einem nor- 
malen eine Überführung auf den dichtbenachbarten tieferen Term 
stattfände. Bei solchen großen Übergangswahrscheinlichkeiten müßte 
jedoch das durch die Elektronen bestimmte Anregungsgleichgewicht 
der Atome gestört werden, wenn man nicht unwahrscheinlich große 
Wirkungsquerschnitte (mindestens 10°mal so große wie die Ram- 
sauerschen) für die gleichen Übergänge hervorrufende Elektronen- 
stöße annehmen will. Da das Anregungsgleichgewicht tatsächlich 
besteht (Kopfermann und Ladenburg), dürfte auch bei weitem 
nicht jeder Zusammenstoß zwischen angeregten und normalen Atomen 
eine Überführung veranlassen. Wir möchten annehmen, daß ähn- 
liche Überlegungen bei einatomigen Gasen in jedem Fall eine prak- 


= 


wird erneut diskutiert. Nachdem einige Fehlerquellen berücksichtigt 
sind, kann die Entstehung der früher experimentell festgestellten 
Volumenwärme allein durch die Impulsübertragung bei den Elek- 
tronenstößen auf die neutralen Gasatome erklärt werden. 

Ebenso zeigt eine Rechnung, daß die Volumenwärme auch in 
der Quecksilber-Hochdruckentladung allein durch diese Impulsüber- 
tragung auf die neutralen Quecksilberatome gedeutet werden kann. 


Herrn. Prof. Seeliger danke ich bestens für fördernde Dis- 
kussionen. 


Greifswald, Seminar für theoretische Physik. 
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tische Unwirksamkeit der Stöße zweiter Art ergeben. 
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am Bor und am Siliciumcarbid 


Von Franz Paul Henninger 


tlie, an reinstem Bor sprechen dafür, daß der im 
Schrifttum angegebene hohe Wert des Widerstandes und seines Temperatur- 
koeffizienten nur durch isolierende Zwischenschichten vorgetiuscht wird. Der 
wahre Wert dürfte unter 1 Ohm x cm liegen. 
Zum Vergleich sind Messungen an klaren een oa 
verschiedenen Temperaturen ausgefiihrt worden. 


Einleitung 

In der Literatur finden sich nur wenige sone über den 
elektrischen Widerstand des Bors’). Bor von großer Reinheit wurde 
zuerst von Weintraub (1909) hergestellt‘. Im wesentlichen ver- 
öffentlicht ist m. W. nur, daß das Bor bei 20° einen sehr hohen 
Widerstand aufweist und einen extrem hohen Temperaturkoeffizienten 
haben soll. Als Beispiel sei eine Messung von Weintraub an- 
geführt: der elektrische Widerstand eines Borstücks bei 27° C be- 
trug 5,62 Megohm, bei beginnender Rotglut jedoch nur noch 5 Ohm. 

Herr Prof. Gudden hatte schon wiederholt die Vermutung ge- 
äußert, daß der tatsächliche Widerstand des Bors nicht sehr hoch 
sei. Er hatte als eine mögliche Erklärung des hohen Widerstandes 
die Existenz von Sperrschichten zwischen gut leitenden Partikeln 
in Betracht gezogen. 

Sperrschichten sind an anderen Leitern nachgewiesen worden. 


elektrischen Widerstandsbestimmung angewandt werden: einmal am 
Bor und einmal an einem Körper mit ausgeprägter Sperrschicht. 
Die erhaltenen Befunde werden verglichen. 

Ein Leiter mit ausgeprägter Oberflächensperrschicht ist Silicium- 
carbid. Die bisherigen Messungen am Siliciumcarbid behandelten 


1) L.Gmelin, Handbuch der anorganischen Chemie, System Nr. 13. 
S. 44ff. 1926. 
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9.7. 
Um feststellen zu können, ob das Bor das Verhalten eines Korpers — 
mit Sperrschichten zeigt, sollen möglichst verschiedene Methoden der __ tek vi 
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m. W. fast ausschlieBlich: den Gleichrichtereffekt, den Photoeffekt, 
die Struktur und den elektrischen Widerstand der Sperrschicht'). 

Im Gegensatz zu den erwähnten Arbeiten wird in der vor- 
liegenden die Sperrschicht nur als störendes Element Interesse 
haben. Angestrebt wird zunächst die Messung der Leitfähigkeit 
von Siliciumcarbid selbst?. Die dabei angewandten MeBmethoden 
werden hierauf zur Messung der Leitfähigkeit des Bors angewandt. 
Weitgehend analoges Verhalten von Siliciumcarbid und Bor legt 
die Vermutung nahe, daß auch speziell bei den von mir unter- 
suchten Borproben Sperrschichten vorliegen. Sie müßten jedoch 
viel stärker ausgebildet sein als beim Siliciumcarbid. Analoge 
Methoden führen beim Bor und beim Siliciumcarbid zum selben 
Resultat: der Herstellung von dauerhaften Proben hoher Leitfähigkeit. 


I. Teil 
Widerstandsmessungen bei niederen Spannungen 


carbidproben wurden Kupferelektroden aufgedampft, um sicheren 
Kontakt mit den Elektroden des Kristallhalters zu gewährleisten. 
Aus den wenigen für eine Messung der Größe nach geeigneten Bor- 
proben*) wurde diejenige kleinsten Widerstandes (B,) zuerst unter- 
sucht. (Zylindrisches Stück von 6 mm Länge und 3,4 mm Durch- 
messer.) Die Widerstandsbestimmung wurde mit der Wheatstone- 
schen Brücke ausgeführt. Die Messungen zeigten, daß die Einstellung 
auf Stromlosigkeit von der Höhe der Spannung abhing, die an der 
Brücke lag. Die Abhängigkeit des Widerstandes von der Spannung 
am Bor zeigt Fig. 1. 

Es lag die Vermutung nahe, daß diese starke Abhängigkeit be- 
dingt sei durch 2 Komponenten: 

1. Mit wachsender angelegter Spannung wächst die Erwärmung 
des Leiters. Falls sie sich gleichmäßig über den ganzen Leiter 
verteilte, wäre sie viel zu gering, um eine merkliche Widerstands- 
änderung hervorzurufen. Eine beträchtliche Änderung ist nur mög- 
lich, wenn sich die Erwärmung nur auf „Schichten“ beschränkt, 

1) O. W. Lossew, Phys. Ztschr. 30. S. 920. 1929; B. Claus, Ann. d. Phys. 
[5] 11. S. 331 ff. 1931; 14. S. 644 ff. 1932; P. Specht, Ztschr. f. Phys. 90, 8.145 ff. 
1934; L. Bergmann, Phys. Ztschr. 33. S. 209. 1932; O. W. Lossew, Phys. 
Ztschr. 34. 8. 397. 1933; 8. R. Khastgir, Ind. Journ. of Physics 9. S. 255ff. 1935. 

2) O. Weigel, Nachr. der Ges. der Wiss. Göttingen 1915; Sears-Becker, 
Phys. Rev. 40. S. 1055. 1932. 


3) Die Borproben (schwarzes Bor mit teilweise silbrig glinzenden Bruch- 
stellen) waren Herrn Prof. Gudden von Herrn Prof. Friederich (Osram- 


Gesellschaft) freundlichst zur Verfügung gestellt. 
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deren Masse im Vergleich zu der Gesamtmasse sehr klein ist. 
Diese Schichten müssen zwischen sehr viel besser leitende Kom- 
plexe eingebettet sein. 

2. Da es unwahrscheinlich ist, daß das Bor selbst einen ~ 

spannungsabhängigen Widerstand aufweist, kann die beobachtete 
Spannungsabhängigkeit noch bedingt sein durch spannungsabhängige 
Widerstände von „Sperrschichten“. 
Zur Messung der Spannungsabhängigkeit bei angenihert kn- 
wurde folgender Weg eingeschlagen: mit 
wachsender Gleichspannung wächst zwar Lei- 
stung und Erwärmung. Wird aber gleichzeitig 
noch ein Wechselstrom durch den Leiter gee 
schickt, so könnte man so regulieren, daß in 
demselben Maße der zunächst hohe Wechsel- 
stromeffekt herabgesetzt wird, wie der Gleich- 
stromeffekt steigt, wenn höhere Gleichspan- 
nungen an das Bor gelegt werden. 


5000 - 


Fig. 1. Spannungsabhängiger Wider- Fig.2. Anordnung zur Ausschaltung 
stand der jungfräulichen Borprobe B, der thermischen Komponente der 
Spannungsabhängigkeit des Bors 


Die Versuchsanordnung ist in Fig. 2 skizziert. Eine Wechsel- 
spannung variabler Größe, aber konstanter Frequenz, wirkt im 
Schwingungskreis I (L, C, R). L und C sind so dimensioniert, daß 
Resonanz eintritt (n = 1000). Strom und Spannung sind also in 
Phase. Als Ohmscher Widerstand R diente der Widerstand des 
Bors. (Ein Vorversuch hatte gezeigt, daß sich selbst bei einer 
Frequenz von 10° Hz eine außerhalb der Fehlergrenzen liegende 
kapazitive Wirkung der Sperrschichten nicht nachweisen ließ.) Eisen- 
drosseln verhindern, daß der Wechselstrom in den Gleichstrom- 
kreis II eintreten kann, die Kapazität C verhindert, daß der Gleich- 
strom über den Kreis I einen Nebenschluß vorfindet. Die Wechsel- 
spannung am Bor wird so reguliert, daß das Galvanometer T 
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(Thermokreuz) konstanten Gesamtstrom zeigt. Mit dem Drehspul- 
galvanometer DG wird der Gleichstrom gemessen, der bei der gerade 
angelegten variablen Spannung durch das Bor fließt. Hieraus wird 
sein Widerstand für diese Gleichspannung bestimmt. Man kann so die 
Spannungsabhängigkeit bei angenähert konstanter Temperatur des 
Leiters ermitteln. Sie betrug nur noch etwa 25°/, der in Fig. 1 
dargestellten. Bei diesen Messungen bei konstanter Leistung wurde 
folgende Beobachtung gemacht: Der Widerstand des Bors wurde 
zunächst bei einer kleinen Gleichspannung gemessen (etwa 0,2 Volt). 
Hierauf wurde die angelegte Spannung gesteigert bis auf den Wert V ax 
(etwa 30 Volt). Dann ging man mit der Spannung zurück. Der nun 
bei der niederen Spannung gemessene Widerstand war kleiner als 
der zuvor gemessene, trotzdem die Temperatur konstant war. Der 
Widerstand blieb so lange unverändert, bis man die zwischen zwei 
Messungen angelegte Spannung V „ax erhöhte. 

Ausgehend von dieser Beobachtung wurde versucht, durch An- 
legen hoher Spannungen den Widerstand der Borprobe zu senken, um 
so dem wahren Widerstand des 
Bors nahezukommen. Es gelang, 

durch Anlegen von hohen Span- 
mungen (bis zu 20 kV) bei geeig- 

neten Temperaturen (20° bis 
400° C) den Widerstand des Bor- 
 stücks dauernd herabzusetzen 
_ yon 30000 Ohm auf 200 Ohm. 
Diese Tatsache scheint sehr 
deutlich auf die Existenz von 
Sperrschichten bei dieser Bor- 
probe hinzuweisen. Dieser her- 
abgesetzte Widerstand der so 
vorbehandelten Borprobe erwies 
sich im Intervall von 5 mV bis 
als etwa 20 Volt als konstant inner- 

halb der Meßgenauigkeit. Wie 
 Fig.3 zeigt, gilt hier das Ohm- 


mA 
' sche Gesetz sehr genau. Ober- 
Fig. 3. Ohmsches Gesetz bei der Bor- - - . 
. halb von 20 Volt tritt ein 
probe B, nach Widerstandsherabsetzung : s 
durch Durchschlag und Temperung starkes Absinken des Wider- 


: standes ein, zweifelsohne infolge 
_ der Erwärmung. Das Absinken erfolgte nämlich viel schroffer, wenn 
; nur Luftkühlung verwendet wurde, als bei Einbettung in Paraffinöl. 
a Gemessen wurde in der Weise, daß eine variable Spannung an 
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einen Widerstand gelegt wurde, der sich additiv zusammensetzte aus 
dem spannungsunabhängigen Nickelinwiderstand N und dem Bor- 
widerstand B. 

Gemessen wurde die Stromstärke, die Spannung am Bor und 
die Gesamtspannung. Das Absinken des Widerstandes mit steigen- 
der Erwärmung ist oberhalb einer gewissen Grenze so stark, daß es 
nie gelang, die Spannung am Bor (Vg) über 45 Volt zu steigern, 


Te, 
Fig. 4. Spannung am Bor (Borwiderstand und Nickelinwiderstand 
von 135 32 in Reihe) in Abhängigkeit von der Gesamtspannung 
Endlich werde noch die Temperaturabhängigkeit derhochohmigen == 


Borprobe B, verglichen mit der Abhängigkeit, die dieselbe Probe auf- 
wies, nachdem sie auf niederen Widerstand gebracht war. Die Tem- 
peraturabhängigkeit der noch hochohmigen Probe ist sehr stark fis 


(Fig. 5a). [Es ist aber zu bedenken, daß selbst dieser hohe Wider- a F: 
stand nur noch ein Bruchteil (etwa 30°/,) des ursprünglich gemessenen ba 2% 
ist. Denn es waren schon einige „Durchschläge“ vorgenommen Re 


worden.] Dieselbe Probe, auf den Widerstand von 200 Ohm ge- ar 
bracht, zeigt nur noch eine viel geringere Temperaturabhängigkeit Vy - 


(Fig. 5b). Der hohe Temperaturkoeffizient scheint also keine Eigen- a 
schaft des Bors selbst zu sein, sondern eine Eigenschaft der „Sperr- Er Rz 
schichten“. 


Eine Schwierigkeit für die Untersuchungen am Bor lag darin, _ 
daß schon das Bor an sich ein sehr sprédes Material ist und sich 
diese Sprödigkeit besonders bemerkbar macht, wenn man die Proben 
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1) Wenn andere Borproben nach entsprechender Vorbehandlung ein at 
gleiches Verhalten aufweisen, liegt eine technische Verwertung sehr nahe. 


| 
| 
trotzdem die Gesamtspannung bis auf 220 Volt erhöht wurde [Fig.4')]. KA: S K 
torr 
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mit hohen Stromstärken belastet. Die zunächst sehr harte Bor- 
probe (B,) zerbröckelte nach einiger Zeit. Eine zweite hierauf ge- 
messene Probe (B,) zeigte einen etwas höheren Anfangswiderstand 
bei niederen Spannungen als die eben beschriebene (B,). Dies kann 
an dem etwa 40°/, kleineren Querschnitt des (nicht sehr regelmäßigen) 


700 - 


a) b) 
mts eat" Fig. 5. Temperaturabhingigkeit des Widerstands a) bei der hochohmigen 
er = : Borprobe B,, b) bei derselben Probe mit herabgesetztem Widerstand 


Borstiicks liegen. Der Widerstand bei 1000 Volt Gesamtspannung 
(0,1 Megohm Vorschaltwiderstand) ergab sich zu 155 Ohm. Im Gegen- 
satz zu der vorigen Probe, die Stromstärken bis zu 2,5 Amp. stunden- 
lang aushielt, zersprang B, bei einer Belastung von 1 Amp. im 
Augenblick des Einschaltens. 

Die Borproben B, und B, hatten bei niederen Spannungen 
einen Anfangswiderstand von einigen 10000 Ohm. Es fällt auf, 
daß selbst dieser Widerstand um Zehnerpotenzen kleiner ist, als es 
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nach den bisher im Schrifttum vorliegenden Widerstandsbestim- 
mungen zu erwarten war. 

Ganz anders verhielt sich die letzte Borprobe (B,). Ihr Wider- 
stand bei 2 Volt betrug 0,83 Megohm und war selbst bei höheren 
Spannungen nur wenig kleiner (Fig. 6). 

Eine Untersuchung mit den bisher geschilderten Hilfsmitteln 
erschien aussichtslos. Anlegen höherer Spannung bedeutet Ver- 
größerung der aufgenommenen Leistung, also rasch steigende Er- 
wärmung. Die Erwärmung als Hauptfehlerquelle mußte weitgehend 
vermieden werden. Deshalb wurde bei hohen Spannungen die „Ein- 
funkenmethode“ von M. Wien angewandt. 


II. Teil 
Übergang zur Einfunkenmethode 


se Einzelheiten der Einfunkenmethode finden sich in der Original- 
arbeit von M. Wien’). Der Gedankengang sei an Hand von Fig. 7 
erläutert. Beim Öffnen 
des Primärstroms wird in 
der Sekundärspule eines 
Induktoriums I ein Span- 
nungsstoß induziert. Die 
Kondensatoren C, und C, 
werden aufgeladen. Sie 
bilden einen Schwingungs- 
kreis gemeinsam mit der ae. 
Selbstinduktionsspule LJ, 
dem zu messenden Wider- 
stand W, dem Vergleichs- 
widerstand V und der 
Funkenstrecke F. Der Schwingungskreis ist so zu dimensionieren, 
daß 1. die Entladung aperiodisch ist und 2. der Anteil des Strom- 
effekts, der bei hohen Spannungswerten entsteht, möglichst groß ist. 
Der angekoppelte Indikatorkreis besteht aus Kopplungsspule, Thermo- 
kreuz und Drehspulgalvanometer. Der Stromeffekt wird zunächst 
gemessen, wenn nur der zu untersuchende Leiter im Schwingungs- 
kreis liegt, hierauf wird der Vergleichswiderstand so einreguliert, 
daß er denselben Stromeffekt ergibt, wie der — nun kurz ge- 
schlossene — zu untersuchende Leiter. Hieran schließt sich eine 
Bestimmung der Ohmzahl des Vergleichswiderstandes in der Meß- 
brücke bei Niederfrequenz. a 


Fig. 7. Schaltskizze zur Einfunkenmethode 


: 1) M. Wien, Ann. d. Phys. 73. S. 161. 1924. 
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Als Spannungsquelle diente ein Induktorium von 20 bzw. 45 cm 
Schlagweite. Als Kondensatoren C, und C, wurden zwei Konden- 
satoren von Jaroslaw verwendet (Kapazität je 5000 cm). Die 
Selbstinduktionsspule L hatte nur wenige Windungen (1—6). Da 
die zu untersuchenden Widerstände klein waren, mußte man die 
Kapazität groß, die Selbstinduktion aber sehr klein machen, um 
geeignete Werte des Dekrementes zu erhalten (% = 2—4). Der 


Vergleichswiderstand war ein Elektrolytwiderstand (E). Als Elektrolyt = 


wurde HCl] verwendet. Die Funkenverzögerung wurde durch gleich- 
zeitige Anwendung von Poloniumsonden und Spitzenionisierung 
weitgehend herabgesetzt. Die Kopplungsspule K hatte 15 Win- 
dungen. Das Thermokreuz war in einem evakuierten Glasgefäß 
eingeschmolzen. Als Galvanometer diente ein Ruhstratschulgalvano- 
meter (55 2, 1077 Amp./mm). 

Die Widerstandsbestimmungen mußten bei verschiedenen Tem- 
peraturen ausgeführt werden. Der Kristallhalter mit dem zu 
untersuchenden Leiter wurde dann in einen elektrischen Ofen ein- 
geschlossen, dessen Temperatur mit Hilfe von Thermoelementen 
gemessen wurde. 

Beim Bor war eine Untersuchung im Hochvakuum nötig. Der 


Kristallhalter wurde dazu in ein Glasgefäß eingeschmolzen und 
dieses mit der Quecksilberdiffusionspumpe evakuiert. Beat 


Fragestellung für die Messungen mit der Einfunkenmethode 


a) Die in Teil I beschriebenen Untersuchungen am Bor ließen 
vermuten, daß für den hohen Widerstand der Borproben schlecht 
leitende Zwischenschichten verantwortlich sind. Wie verhält sich 
ein Körper mit tatsächlich nachgewiesenen Sperrschichten bei den- 
selben Widerstandsmessungen, und zwar besonders bei der Wider- 
standsmessung mit sehy hohen Spannungen? Ein Leiter mit nach- 
gewiesenen Sperrschichten ist das Siliciumcarbid. Mit ganz niederen 
Spannungen wurden Widerstandsmessungen an dieser Sperrschicht 
von verschiedenen Autoren ausgeführt!) In der vorliegenden Arbeit 
interessiert die Sperrschicht als solche nicht; erstrebt wird eine 
Widerstandsmessung am Siliciumcarbid selbst unter möglichst weit- 
gehender Ausschaltung der Sperrschicht. 

b) Es ist bekannt, daß in den wenigen Veröffentlichungen über 
den elektrischen Widerstand des Bors stets der geradezu abnorm 
hohe Temperaturkoeffizient des Bors Erwähnung findet. Die in 


1) B. Claus, O. W. Lossew, P. Specht, a. a. O. 
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diesen Arbeiten untersuchten Borproben änderten ihren Widerstand 
von Megohmwerten bei Zimmertemperatur auf wenige Ohm bei 500° C. 

Da bei den Borproben B, und B, der Eindruck gewonnen 
wurde, daß Sperrschichten an ihnen existierten, mußte die Frage- 
stellung lauten: 

Ist der behauptete abnorm hohe Temperaturkoeffizient des Bors 
durch Sperrschichten bedingt? Ist an einem Körper mit nach- 
gewiesener Sperrschicht ebenfalls ein hoher Temperaturkoeffizient 
festzustellen? Ist ein hoher Temperaturkoeffizient eines solchen 
Leiters wesentlich durch die Sperrschicht bedingt? Wenn das der 
Fall wäre, dann müßten die Werte des Temperaturkoeffizienten im 
Spannungsbereich von Millivolt bis Kilovolt ganz verschieden sein. 


III. Teil 


A. Kontrollmessungen 


Bevor die Einfunkenmethode bei Bor und SiC angewandt wurde, 
mußte man sich davon überzeugen, daß eine Erwärmung des Leiters 
durch den Stromstoß (Größenordnung 10”* Sek.) in nennenswertem 
Maße nicht auftrat. Im Gegensatz zu Messungen an Elektrolyten 
ist hier ja die Masse des Leiters klein. Daraus ergab sich, daß 
man sich mit Hochspannungen von mäßigem Betrag bescheiden 
mußte, um die Erwärmung vernachlässigen zu können. An sehr 
kurzen und dünnen Drähten wurde der Widerstand bei Hochspannung 
und bei Spannungen von Millivolt bestimmt. Im allgemeinen zeigte 
sich, daß der Widerstand bei der Einfunkenmethode etwa 3°/,, 
höher lag als bei niederer Spannung. Man wird nicht fehl gehen, 
wenn diese Erhöhung dem Skineffekt zugeschrieben wird. Da für 
die gemessenen Werte keine größere Genauigkeit als 1°/, be- 
ansprucht wird, liegt die gemessene Abweichung weit innerhalb der 
Fehlergrenzen. 


B. Messungen am Silieiumcarbid') 


Zunächst wurde ein Siliciumcarbidkristall mit frisch aufgedampt- 


ten Kupferelektroden gemessen. Bei der Widerstandsbestimmung 
mit hohen Spannungen wurde als Kontrollmessung gleichzeitig der 
Widerstand eines Drahtes bei den verschiedenen Spannungen be- 
stimmt. Man sieht aus der Fig. 8, daß beim Siliciumcarbid eine 


1) Die SiC-Kristalle verdankte Herr Prof. Gudden Herrn Senator 
Dr. B. Kleinschmidt, Diisseldorf-Benrath. Die Kristalle waren fast alle 
gut durchsichtig, sie waren von blaßgrüner bis gelbgrüner Farbe. 
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Spannungsabhängigkeit auch bei verhältnismäßig hohen Spannungen 
noch besteht. Als Spannung ist auf der Abszisse im folgenden 
stets die Funkenspannung aufgetragen. Die Spannung am Kristall 


59 25 5 75 725 


ss“ Fig. 8. Spannungabhängigkeit eines SiC-Kristalls, Metalldraht als Vergleich 


ist natürlich geringer. Bei den verwendeten Dekrementen wird man 
die Höchstspannung am Kristall im Durchschnitt zu rund 50°/, der 
Funkenspannung annehmen können. 

Der Widerstand der oben beschriebenen Siliciumcarbidprobe 
bei 2 Volt betrug zunächst nach frischer Aufdampfung 850 Ohm. 
Nach der Hochspannungsmessung betrug der Widerstand bei 2 Volt 
nur noch rund 30 Ohm. 

Bei einer zweiten Probe wurde der Widerstand bei 2 Volt zu- 
nächst zu 980 Ohm gemessen. Hierauf wurde die Probe im elek- 


Widerstand 
2 


T 


T 


it 
250 500 Grad absalur 


Fig. 9. Temperaturabhängigkeit des Gesamtwiderstands eines SiC-Kristalls 
(Punkt 1—6 gemessen ohne Durchschlag; Punkt 7: Nach Durchschlag) 


trischen Ofen auf etwa 300° C erwärmt und beim Abkühlen in 
Abständen von 10 zu 10° regelmäßig einige Male ein Spannungs- 
stoB von 15 kV angelegt. Mit Hilfe dieses Verfahrens gelang es, 
den Wide 
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selbst bei 5 mV nur noch einen Widerstand von 11 Ohm hatte. 
Ich versuchte nun, den Temperaturkoeffizienten dieser Probe zu 
bestimmen mittels der MeBbriicke. Die Spannung am Kristall 
betrug 5 mV. Der Widerstand sank zunächst mit steigender Er- 
wärmung, erreichte bei etwa 410° abs. ein Minimum und stieg dann 
wieder (Fig. 9. Daß dieses Minimum keineswegs dem Temperatur- 
koeffizienten des Siliciumcarbids selbst zukommt, sondern der Neu- 
bildung einer Sperrschicht zuzuschreiben ist, zeigte sich, als bei 
532° K ein Durchschlag mit 10 kV vorgenommen wurde: Sofort 
sank der Widerstand auf 6,3 Ohm. Ohne Durchschlag stieg beim 
Abkühlen der über den wer. 


Fig. 10. Widerstand eines SiC-Kristalls bei verschiedener Belastung 

Aus dieser Beobachtung ergab sich eine Folgerung: Alle der- 
artigen Widerstandsmessungen bei höheren Temperaturen und bei 
kleinen Spannungen sind nur unter emer Bedingung reproduzierbar: 
vor jeder Messung muß die bei höheren Temperaturen sich anlagernde 
Schicht großen Widerstandes mit hoher Spannung durchgeschlagen 


werden. Wird dieses Verfahren angewandt, dann sind die ge- = idee 
messenen Werte auf 1°/, reproduzierbar, während sie sonst bis zu WR 
50°/, voneinander abweichen. ad 

Zu bemerken ist noch, daß der oben beschriebene Widerstand “os, aS 
von 11 Ohm bei Zimmertemperatur während der mehrere Wochen Er 


dauernden Beobachtungszeit bis auf 5°/,, konstant blieb. Es wurden 
auch andere Kristallstücke mit demselben Erfolg so behandelt. Sie 
erwiesen sich alle als hochbelastbar (Fig. 10. Nach Einstellung 
des Temperaturgleichgewichts war der Widerstand vollkommen kon- 
stant, wie photographische Registrierkurven zeigten. 

Da die bei niederen Spannungen gemessenen Widerstandswerte 
reproduzierbar waren, konnte man Widerstandsbestimmungen bei 
verschiedener Spannung und gleicher Temperatur ausführen und 
untereinander vergleichen. Die Messungen wurden ausgeführt an 


= 

| 

= 

¥ 

Pr, 

: i 

| 3 

0 5 70 15 20 25 20 F 

m ¥ 

4 

: a 

4 

. 
2 
| 
er 


256 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 28. 1937 


drei Siliciumcarbidproben. Sie werden im folgenden bezeichnet els 
Probe A, B, C. Probe A hatte eine nahezu quaderförmige Form 
mit den Maßen: 8 x 6,5 x 2,2 mm. Stromquerschnitt war die 
Fläche 8 x 2,2 mm. Probe B war mit schlechterer Annäherung 
quaderférmig. Maße: 8 x 9,5 x 1,7 mm. Stromquerschnitt war 
die Fläche 8 x 1,7 mm. 
Probe C hatte die Gestalt 
eines stumpfen Keils mit 
ähnlichen AusmaBen. 

Die Widerstandsbe- 
stimmung wurde bei nie- 
deren Spannungen (5 mV, 
50 mV, 2 Volt) mit der 


der Messung mit 120 Volt 
wurde ballistisch gemessen. 
Ebenso wurden manche 
Messungen bei 2 Volt bal- 
listisch ausgeführt. (Die 
StoBzeit betrug bei 
120 Volt etwa 10-3 Sek.) 

Fig. 11 zeigt die 
Widerstandskurven, die 
bei jeweils konstanter 
Spannung und variabler 
Temperatur an der ProbeB 
aufgenommen wurden. Da- 
bei erfolgte der bei nie- 


67AV 
Mr 7 7 7 49 deren Spannungen und 
30 400 450 500 550 
Fig. 11. SiC-Kristall B. 
_ Temperaturabhängigkeit des Widerstands dingt erforderliche Durch- 


schlag mit der kleinsten 
noch gerade ausreichenden 
Spannung (etwa 1100 Volt). Deshalb liegt der Widerstand bei 2 Volt 
noch außerordentlich hoch, er liegt bei Zimmertemperatur oberhalb 
von 750 Ohm. Überraschenderweise ist der bei dieser Spannung 
beobachtete Gleichrichtereffekt bei hoher Temperatur viel größer als 
bei Zimmertemperatur, wo er praktisch gleich Null ist. Man erkennt 
aus diesen Kurven den außerordentlichen Einfluß der Sperrschicht 
auf den Widerstandswert, ein Einfluß, der erst bei hohen Span- 


nungen von etwa 15 kV gering wird. 


bei verschiedenen Spannungen 
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Fig. 12. SiC-Kristall B 
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bei verschiedenen Spannungen 


Grad absolut 


Temperaturabhingigkeit des Widerstands 
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Fig. 13. SiC-Kristall A 
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Fig. 12 zeigt die bei hohen Spannungen gemessenen Wider- 
standswerte in geeignetem Maßstab. 

Wie aus Fig. (11) hervorgeht, ist die Spannungsabhängigkeit 
selbst bei hohen Temperaturen noch beträchtlich, da die Durch- 
schlagung der Sperrschicht bei 2 und bei 120 Volt absichtlich mit 
unzulänglichen Hilfsspannungen erfolgte. Dieser Fehler ist bei der 
Probe A vermieden. Durch die geschilderte Vorbehandlung wurde 
zunächst ein auch bei sehr kleinen Spannungen streng reproduzier- 
barer Widerstand von etwa 15 Ohm erhalten. Hierauf wurden die 
in Fig. 13 wiedergegebenen Messungen ausgeführt. Dieselben 
Messungen wurden noch an dem Kristall C (Fig. 14) ausgeführt. 
Die erhaltenen Resultate bestätigten die an den Kristallen A und B 


gewonnenen Ergebnisse. 


Folgerungen 


Die vorstehend geschilderten Ergebnisse legen Folgerungen sabe: 


Se hee Leitfähigkeit. Der tatsächliche Widerstand des Silicium- 


carbids ist klein. Bei richtiger Vorbehandlung lassen sich Kristalle 
herstellen, die selbst für kleinste Spannung einen wochenlang © 
reproduzierbaren kleinen Widerstand aufweisen. Der spezifische 
Widerstand derartiger Proben lag bei Zimmertemperatur in der 
Gegend von 2 Ohm x cm). 


2. Temperaturkoeffizient. Die Kurven 11/—14 zeigen, daß von 
„dem“ Temperaturkoeffizienten des Siliciumcarbids zunächst keine 
Rede sein kann. Er hängt in ganz hohem Maße von der angelegten 
Spannung ab. Der hohe Temperaturkoeffizient, der bei Silicium- 
carbid bei niederen Spannungen beobachtet wird, ist keine Eigen- 
schaft des Siliciumcarbids selbst. Er ist vielmehr durch die Sperr- 
schicht bedingt. Wie die Messungen am Siliciumcarbid bei sehr 
hohen Spannungen zeigen, ist der tatsächliche Temperaturkoeffizient 
sehr klein. Bei der Probe A ändert sich bei einer Spannung von 
24 kV der Widerstand von 5,9 auf 5,0 Ohm, wenn die Temperatur 
um 230° erhöht wird. Roh im Durchschnitt beträgt die Änderung 
also — 0,7°/,, pro Grad. 


3. Spannungsabhängigkeit. Die Kurven Figg. 11, 12 und 13, 14 
scheinen bei höherer Temperatur alle einem von der Spannung un- 
abhängigen Wert zuzustreben. Dieses endliche Zusammenfallen der 


1) Diese Proben wiesen auch keinerlei Gleichrichtereffekt mehr auf. Danach 
besteht kein Grund, eine am SiC beobachtete Gleichrichtung als Volumeigen- 
schaft aufzufassen. (vgl. S. R. Khastgir, Ind. Journ. of Phys. 9. S. 255—276. 


1935) anstatt nn dafür verantw ortlich zu machen. 
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Kurven ist bei der Kurvenschar Fig. 11 wenig ausgeprägt. Diese 
wurde an einem Kristall aufgenommen, dessen Sperrschicht nur mit 
geringen Spannungen (1,1 kV) durchschlagen wurde. Bei der zweiten 
Kurvenschar war die Sperrschicht mit einer Spannung von 20 kV 
durchléchert. Diese Kurven scheinen (Fig. 13) bei höherer Tempe- 
ratur viel deutlicher einem gemeinsamen, von der Spannung un- 
abhängigen, Wert zuzustreben. Noch deutlicher zeigen dieses Ver- 
halten die Kurven der Fig. 14. Die Spannungsabhängigkeit ist also 
keine Eigenschaft des Siliciumcarbids selbst, sondern sie ist — zum 
mindesten in größtem Umfange — bedingt durch die Sperrschicht. 


C. Messungen am Bor 


Wie erwähnt, zeigten von drei zur Messung geeigneten Bor- 
proben zwei ein gleiches Verhalten (B,, B,) wie das Siliciumcarbid. 
Gemeinsame Züge waren: 

1. Sowohl beim Bor wie beim Siliciumcarbid wurde zunächst 
bei niederen Spannungen und Zimmertemperatur ein sehr hoher 
Widerstand gemessen. Mit Hilfe des elektrischen Durchschlags — 
wenn nötig zunächst bei hoher Temperatur — gelang es in beiden 
Fällen, den Widerstand um mehrere Zehnerpotenzen zu senken. 
Diese dauernd bleibende Senkung verlief beim Bor von etwa 
30000 Ohm auf 200 Ohm, beim Siliciumcarbid von etwa 1000 bis 
2000 Ohm auf etwa 10—15 Ohm. 

2. Sowohl die beim Bor wie beim Siliciumcarbid auf diese 
Weise hergestellten Proben niederen Widerstands zeigten in ihrem 
Leitvermögen nur noch eine geringe Temperaturabhingigkeit. Da- 
gegen war vor der Behandlung die Temperaturabhängigkeit außer- 
ordentlich groß, die die Proben hohen Widerstands aufwiesen. 

Dieses gemeinsame Verhalten wird man wohl dadurch erklären, 
daß wie beim Siliciumcarbid isolierende Grenzschichten, so auch 
beim Bor sehr schlecht leitende Zwischenschichten bestehen. Dieser 
Annahme schien die dritte Borprobe (B,) zu widersprechen. Ihr 
Widerstand war fast zwei Zehnerpotenzen größer als der der beiden 
ersten Proben. (Bei ähnlichen. Dimensionen. Sodann zeigte der 
selbst bei Hunderten von Volt noch sehr hohe Widerstand (vgl. 
Fig. 6), daß eventuell vorhandene Sperrschichten nur mit sehr hohen 
Spannungen durchzuschlagen waren. Dabei mußte sowohl der 
Gleitfunke wie ein direkter Überschlag zwischen den Elektroden 
sorgfältig vermieden werden. Deshalb wurde der Widerstand der 
Borprobe B, mit der Einfunkenmethode im Hochvakuum bestimmt. 

Sämtliche Versuche mit Spannungen unterhalb von 20 kV einen 
Stromdurchgang zu erzwingen, blieben erfolglos. Erst bei einer 
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Funkenspannung von 26 kV erfolgte ganz sprunghaft ein Strom- 
durchgang. Der Widerstand dieser Borprobe war nunmehr ganz 
klein. Er betrug 3,6 Ohm und war im Intervall von 26—37 kV 
spannungsunabhängig innerhalb der Fehlergrenzen [+ 1,5°/,'). Da 
das Borstück einen mittleren Querschnitt von 4,5 mm? hatte und 
eine Länge von 6 mm, ergab sich daraus ein spezifischer Widerstand 
von etwa 0,27 Ohm x cm. Es bleibt die Frage, ob in dem leitenden 
Bor tatsächlich der ganze Querschnitt für die Leitung ausgenutzt 
wurde, oder ob der effektiv leitende Querschnitt nicht viel geringer 
ist. In diesem Falle wäre die wirkliche Leitfähigkeit noch größer 

(Daß tatsächlich die Entladung durch das Bor hindurchging, 
ließ sich an einer Nebenbeobachtung feststellen: bei Spannungen 
unterhalb 25 kV blieb die ganze Röhre sowie das darin ein- 
geschlossene Borstück dunkel. Erfolgte dann bei höheren Span- 
nungen der Stromdurchgang durch das Bor, so blieb die Röhre bei 
dem hohen Vakuum (ständig laufende Pumpe) stets dunkel, dagegen 
überzog sich das Bor mit einer schwachblauen Glimmhaut, trotzdem 
es sorgfältigst entgast war. Anscheinend wurden im Innern tief 
okkludierte Gasreste frei gemacht und ionisiert. Es ist aber nicht 
angängig, diese für die Leitung verantwortlich zu machen. Ein 
Kontrollversuch mit gashaltiger Röhre zeigte, daß der Indikator auf 
die hier auftretenden schwachen Ströme überhaupt nicht ansprach. 
Ein Stromdurchgang durch das Bor war in der gashaltigen Röhre 
nicht zu erzwingen. Außerdem spricht die im Bereich von 26 bis 
37 kV beobachtete Spannungsunabhängigkeit des Widerstands da- 
gegen, daß die „Glimmentladung“ eine außerhalb der Fehlergrenzen 
liegende Vergrößerung der Leitfähigkeit vortäuscht. 


D. Deutungsversuch 

Man kann die Beobachtung an dieser Borprobe (B,) mit den 
Beobachtungen an den beiden anderen (B, und B,) vergleichen und 
Sperrschichten annehmen. Die Sperrschichten müßten dann bei 
dieser Probe B, sehr viel stärker ausgebildet sein. Es ist durchaus 
möglich, daß solche Sperrschichten nicht nur an den Elektroden 
bestehen, sondern daß im Innern des Bors gut leitende Komplexe 
voneinander durch sehr schlecht leitende Zwischenschichten getrennt 
sind. Möglicherweise kann der an den zwei ersten Proben B, und B, 
von Anfang an beobachtete kleinere Widerstand durch folgende An- 
nahme erklärt werden: im Bor befinden sich einzelne gut leitende 


1) Im Gegensatz zu den zuerst untersuchten Borproben B, und B, blieb 
bei dieser Probe auch nach dem Durchschlag der Widerstand für kleine 
Spannungen ungeändert hoch. 
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Strombahnen. Sie könnten bedingt sein durch folgende Möglich- 
keiten: 1. Die Isolation gut leitender Komplexe voneinander durch 
Sperrschichten ist nicht vollständig durchgeführt. An einigen 
Stellen ist die Isolation durchbrochen, gut leitende Komplexe be- 
rühren sich. Es entsteht ein kettenartiges Leitergebilde Oder 2.: 
Man kann die Existenz zweier Bormodifikationen annehmen, von 
denen die eine gut leitet und die andere schlecht. Gleichzeitiges 
Auftreten bedingt gut leitende Strombahnen in schlechtem Leiter. 

Macht man eine dieser Annahmen, dann ergibt sich eine weitere 
Möglichkeit: Infolge der Erwärmung, die von den gut leitenden 
Strombahnen von engem Querschnitt ausgeht, könnten auch die ur- 
sprünglich schlecht leitenden Partien besser leitend werden. Diese 
Hypothesen haben keine andere Stütze als zwei zufällige Neben- 
beobachtungen: 

1. Die Teile der zerbröckelten ersten Borprobe wurden auf ihr 
Leitvermögen untersucht. Es gab Trümmer mit gutem und solche 
mit ganz schlechtem Leitvermögen. 

2. Die gut leitende zweite Borprobe zersprang bei hoher Be- 
lastung (1 Amp.) momentan mit dem Einschalten des Stroms. Es 
war wahrscheinlich, daß wenige gut leitende Fäden sich stark er- 
hitzten und infolge der entstehenden Temperaturdifferenzen im Bor 
die Sprengung erfolgte. 

Das Gewicht dieser Arbeit liegt aber nicht in den hier an- 
gedeuteten Hypothesen, sondern im experimentellen Befund. 


E. Bemerkungen über das untersuchte Bormaterial 


3 Das mir von Herrn Prof. Gudden gütigst zur Verfügung ge- 

stellte Bor ist zu Beginn dieses Jahrhunderts von dem Chemiker 
Weintraub hergestellt worden. Es hatte eine Reinheit von 
99,97 °/, bzw. 99,7°/,. Jedoch bezieht sich diese Angabe offensicht- 
lich auf die Zeit der Herstellung. Es ist darauf hingewiesen worden), 
daß das Bor an Luft im Laufe der Zeit Veränderungen unterworfen 
ist, unter anderem durch Bildung von BO,. Man kann fragen, ob 
nicht dieses Oxyd Sperrschichten bilden kann. 

Die Proben waren überwiegend kleine Splitter von ganz un- 
regelmäßiger Form. Es waren mir nur 8 Proben von Bor zugäng- 
lich, die eine zur Messung wirklich brauchbare Form hatten. Das 
Bor ist ein außerordentlich sprödes Material, das schon oft bei der 
Einbringung in den Kristallhalter absplittert, ja zersplittert. Trotz 
großer Vorsicht in der Behandlung der Proben zerbröckelten zwei 
Proben, die mit großer Wattzahl belastet wurden, unter dem Druck 


1) L. Gmelin, Handb. d. anorg. Chemie, Syst. Nr. 13. S. 20. Bor 1926. 
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des Kristallhalters. Zur Messung mit der Hochspannungsmethode 
stand deshalb nur noch eine brauchbare Probe zur Verfiigung. Man 
darf deshalb die Aussagen über die Leitfähigkeit des Bors noch 
nicht verallgemeinern, sondern muß stets den Vorbehalt machen, 
daß nur an drei Proben Messungen möglich waren, und daß diese 
drei speziellen Proben das beschriebene Verhalten zeigten. 

Neue Messungen werden nur möglich sein, wenn neues Bor zur 


Verfügung gestellt wird. 


Zusammenfassung 


ar ee Borproben von 99,97°/, und 99,7°/, Reinheit wurden 


Widerstandsmessungen ausgeführt. Die bei Brückenmessungen zu- 
nächst erhaltene Spannungsabhängigkeit des Widerstands ist vor- 
wiegend ein thermischer Effekt an Sperrschichten. Mit wachsender 
angelegter Gleichspannung wächst die Wattzahl und Erwärmung. Um 
diese Fehlerquelle auszuschalten. wurde bei der Messung ein Wechsel- 
strom überlagert und auf konstante Gesamtwattzahl einreguliert. 

2. Die dann noch verbleibende Spannungsabhängigkeit ließ sich 
weitgehend herabsetzen durch Anlegen hoher Spannungen. Es ge- 
lang durch geeignete Behandlung einer Borprobe, den Widerstand 
von 30000 Ohm (bei 20° C) auf 200 Ohm herabzusetzen. Der Wider- 
stand war dann im Bereich von 5 mV bis 20 Volt innerhalb der Fehler- 
grenzen vollständig spannungsunabhängig. Bei höheren Spannungen 
sank der Widerstand infolge Erwärmung. Analoges Verhalten zeigte 
eine zweite Borprobe. 

3. Der Temperaturkoeffizient, der nicht vorbehandelten zwei 
Borproben war sehr hoch. Nach Herabsetzung des Widerstands 
durch Durchschlag war der Temperaturkoeffizient nur noch klein. 

4. Um Widerstandsbestimmungen bei Spannungen in der Höhe 
von mehreren Kilovolt ausführen zu können, wurde die Einfunken- 
methode von M. Wien angewandt. Zur Verfügung stand nur noch 
eine brauchbare Borprobe. Deren Widerstand betrug bei 2 Volt 
830000 Ohm. Die Widerstandsmessung bei 26 kV ergab einen 
Widerstand von 3,6 Ohm und einen spezifischen Widerstand von 
0,25 Ohm x cm. Dieser Widerstand erwies sich im Bereich von 
26—37 kV als spannungsunabhängig. 

5. Beobachtungen an diesen Borproben legten die Frage nahe, 
ob ihr Verhalten wesentlich durch Sperrschichten bedingt sein 
könnte. Deshalb wurden am Siliciumcarbid als einem Leiter mit 
nachgewiesener Sperrschicht analoge Messungen angestellt. Nach- 
dem die Voraussetzungen für die Reproduzierbarkeit dieser Mes- 


sungen erkannt waren, ergab sich 
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6. a) Siliciumcarbidproben zeigen bei niederen Spannungen zu- 
nächst einen sehr hohen Widerstand. Der tatsächliche Widerstand 
des Siliciumcarbids ist jedoch sehr klein. Bei geeigneter Vorbehand- 
lung sind Proben herstellbar, die selbst für kleinste Spannungen 
einen zeitlich vollkommen konstanten niederen Widerstand aufweisen. 
Der spezifische Widerstand dieser Proben lag in der Größe von 
2 Ohm x cm für Spannungen von wenigen Millivolt. 

b) Der hohe Temperaturkoeffizient, der am Siliciumcarbid bei 
niederen Spannungen beobachtet wird, ist nur durch die Sperr- 
schicht bedingt. Bei Spannungen von der Größenordnung von Kilo- 
volt ist der Temperaturkoeffizient sehr klein. Im Durchschnitt be- 
trägt er —0,7°/,, pro Grad. 

c) Messungen bei hohen Temperaturen zeigen, daß mit wachsender 
Temperatur die Spannungsabhängigkeit beim Siliciumcarbid rasch 
zurückgeht, und schließlich bei etwa 550° abs. verschwindet. 

7. Das weitgehend analoge Verhalten der zur Verfügung stehenden 
wenigen Bor- nnd Siliciumcarbidproben legt die Vermutung nahe, daß 
das Bor selbst gut leitet, daß aber sehr schlecht leitende Zwischen- 
schichten vorhanden sind (vgl. jedoch Abschn. III, E). 


Daß ich die beschriebenen Untersuchungen ausführen konnte, 
verdanke ich dem Direktor des Erlanger Physikalischen Instituts, 
Herrn Prof. Dr. Gudden. Er hat mich auf das Borproblem auf- 
merksam gemacht und mir die Borproben zur Messung überlassen. 
Ich darf ihm deshalb meinen aufrichtigen Dank dafür aussprechen, 
besonders aber auch für die ununterbrochene Unterstützung, die er 
mir mit Rat und Tat zuteil werden ließ. 

Herrn Prof. Dr. Friederich (Osramgesellschaft) und Herrn 
Senator Dr. Kleinschmidt, Düsseldorf-Benrath sei auch an dieser 
BE Stelle für die freundliche Überlassung der Bor- und Siliciumcarbid- 

q proben ergebenst gedankt. 

b Der Firma Gossen in Erlangen, besonders Herrn Dr. Klarner, 
habe ich sehr zu danken fiir die freundliche Uberlassung von drei 
hochempfindlichen Vakuumthermokreuzen. 


Erlangen, Physikalisches Institut der Universität, 14. August 
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Statistische Thermody unter Zugrundeleguny 
der Quantenmechanik in 


Von W. Kofink 


Die Erwartungswerte irgendeiner physikalischen Größe eines 
_ atomaren Systems kann man, wie Dirac!) gezeigt hat, unter Um- 
gehung der Berechnung jeder einzelnen Eigenfunktion ®,(q, ---q,) 
des quantenmechanischen Mehrkörperproblems mit Hilfe der Dichte- 
matrix -+- 4,3 die einer Bewegungsgleichung genügt 
gewinnen. In Hartreescher Näherung, in der jedem Teilchen eine 
eigene Wellenfunktion ,(q) im drei- oder mit Spin vierdimensionalen 
Raum zugeschrieben wird, hat Dirac?) für den Fall antisymmetri- 
scher Eigenfunktionen des Mehrkörperproblems die Diagonalglieder 
der obigen Dichtematrix, d.h. die mehrdimensionalen auf- 


gebaut aus den einfachen Dichtematrizen RE 


de 


r=1 


welche nur noch die Koordinaten eines Einzelteilchens enthalten. 
Weiterhin reduzierte er die Wahrscheinlichkeit, daß sich k Teilchen 
eines Systems an k vorgegebenen Orten q, --- q, aufhalten, wobei die 
n — k übrigen sich irgendwo aufhalten mögen, im Falle der Anti- 
symmetrie auf einen Ausdruck, der nur noch die Berechnung der 
Dichtefunktion im Raume des Einzelteilchens erfordert. 

(Im folgenden soll ein solcher Wahrscheinlichkeitsausdruck kurz eine 
Dichte mit k expliziten Koordinaten genannt werden). 

Diracs Betrachtungen beziehen sich auf atomare Systeme, deren 
Eigenfunktionen in den Teilchen des Systems antisymmetrisch sind 
und bei denen die Wärmebewegung zu vernachlässigen ist. Hier 
(§ 2) soll für irgendein System, das sich in einem Wärmebad der 
Temperatur T befindet, und dessen Eigenfunktionen irgendeine 
Symmetrie in den Einzelteilchen besitzen mögen, dieselbe Reduktion 
vorgenommen werden. Die Mitberücksichtigung der Temperatur- 
bewegung bedingt zunächst eine Komplikation der enteprochenten 


1) P. A. M. Dirac, Proc. Cambr. Phil. Soc. 25. S. 62. 1929. 
2) P. A. M. Dirac, Proc. Cambr. Phil. Soc. - 8. 240. 1931. 
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Ausdriicke gegeniiber denen von Dirac. Sie erméglicht jedoch einen 
einfachen, fiir alle Symmetrien giiltigen Gesichtspunkt, der in § 2f. 
beschrieben wird, zur Anwendung zu bringen. Unter Verfolgung 
dieses Gesichtspunktes kann man nämlich aus den Zustandssummen 
nacheinander die Dichten mit 1,2---k,---n expliziten Koordinaten 
gewinnen. Die Zustandssummen selbst aber liegen schon für alle 
nicht kombinierenden Termsysteme des n-Körperproblems in den 
von I. Schur!) angegebenen Charakteristiken der irreduziblen Dar- 
stellungen der Gruppe der unitären Transformationen von n Va- 
riablen vor. 

Bei der Anwendung (§§ 3—5) der entwickelten Methode auf — 
einige gebräuchliche Darstellungen erhält man durch deren be- 
sondere Eigenschaften Vereinfachungen der Dichteausdriicke. Der 
Grenzfall verschwindender Temperatur ($ 6) enthält im Spezialfall 
der Antisymmetrie die Diracschen Dichten. 

Ferner lassen die Dichteausdrücke und Zustandssummen eine 
exakte Umformung ($ 7) in eine Form zu, worin sie einen Parameter 
enthalten, welcher dem vorquantenmechanischen Begriff des „Ent- 
artungsparameters“ entspricht. Die hier betrachteten Dichteausdrücke, 
welche unter Zugrundelegung einer kanonischen Gesamtheit gewonnen 
werden, erweisen sich als eigenartige Mittelwerte über jene, welche man 


$1. Einige Voraussetzungen und Bezeichnungen 


Gegenstand der Betrachtungen dieser Abhandlung ist eine 


Gibbssche virtuelle Gesamtheit von identischen Systemen, welche 
in der Energie kanonisch verteilt sind. Jedes System besteht aus 
n Einzelteilchen, deren Bewegung quantenmechanischen Gesetzen 
unterworfen ist. 


Mitführung notwendig ist. BAT 


8 wird jedoch nur dort hinzugefügt, wo seine explizite 

2. Das Einzelteilchen betreffend: 

Die Koordinaten des k-ten Einzelteilchens im drei- oder mit Spin vier- 
dimensionalen Raum seien unter der Bezeichnung g, zusammengefaßt. Unter 4, 
sollen im besonderen nur die drei Raumkoordinaten des k-ten Einzelteilchens 
verstanden werden. Der Inbegriff der drei oder vier Koordinaten 9,., 4,» 
Qx:, % des k-ten Teilchens soll kurz unter der Bezeichnung ,,k-te Koordinate“ 
zusammengefaßt werden. 


| 
+ 


1) I. Schur, Sitzber. d. Berl. Akad. 1908, S. 664. 


€ 
J 
unter Zugrundelegung einer mikrokanonischen Gesamtheit erhält. 
7 SER An folgenden Bezeichnungen wird im weiteren festgehalten werden: 2 =a 
3 1. Die Temperatur T betreffend: 
og 
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Jedes Einzelteilchen besitze im Hartreefelde die Eigenwerte s, und die 
orthogonalen, normierten Eigenfunktionen y,, (g). Soll angedeutet werden, daß 
sich das k-te Teilchen gerade im u-ten Zustande befindet, so geschieht dies 
durch (q;,)). Es bedeuten 


(1) 


die Zustandssumme des Einzelteilchens und 


u 

seine unnormierte Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Orte q bei der Temperatur 7’ % 
(Diagonalglieder der Dichtematrix des Einzelteilchens); auf 1 normiert Ee 
54; 

(8) 
Die Nichtdiagonalglieder der Dichtematrix heiBen: 


(3) (9,9; B) = 


84,7; = >" Wu (7). 


(4) 


3. Oberer Index. Das ila betreffend: iS 
; Ein Eigenwert des n Körperproblems, der sich in Hartreescher Näherung 

additiv aus den Eigenwerten der Einzelteilchen in einer bestimmten Zustands- 
verteilung zusammensetzt, sei 


die zugehörige Eigenfunktion ®,(q, --- qn). ®, mag irgendeine Symmetrie in 
den Einzelteilchen besitzen, welche den Aufbau der E, aus den &u, regelt. 
Auf sie soll im nachfolgenden Absatz 4 eingegangen werden, während hier zu- a 
nächst die fiir alle Symmetrien der Eigenfunktionen gemeinsamen Bezeichnungen 
folgen: Es soll 


die Zustandssumme des Mehrkörpersystems und 


v 


die unnormierte Wahrscheinlichkeit, bei der Temperatur 7’ ein Teilchen bei q,, <4 
eines bei q,,-+-+, eines bei g, vorzufinden, heißen. Nach Integration über a 
n—k Koordinaten 


bedeutet dieser Ausdruck die Wahrscheinlichkeit, bei Anwesenheit von n Teil- 
chen, k an bestimmten Orten q, --- q vorzufinden. Insbesondere erhält man 


2 
? 
= 
== (9, 7; 9) - 
SS 
BEN, 
Ferse, 
im 
3 ; 
‘d 


W. Kofink. Statistische Thermodynamik usw. 
nach Integration über die Koordinaten von x — 1 Teilchen die drei- bzw. vier- 
dimensionale unnormierte Teilchendichte an der Stelle q 
@ = W™ (q, 8), 
0,8) 
z» (8) 
lauten mag. Der soeben eingeführte obere Index wird nur dort mitgeführt - 
werden, wo die untere Indizierung und die Zahl der expliziten Koordinaten 
die Gesamtteilchenzahl nicht erkennen läßt. 
4. Unterer Index. Unterscheidung der nichtkombinierenden Termsysteme: 
Um die nichtkombinierenden') Termsysteme zu unterscheiden, müssen die 
Bezeichnungen unter 3. noch eine weitere (untere) Indizierung erhalten, welche 
die Zugehörigkeit des Termsystems zu einer bestimmten irreduziblen Dar- 
stellung der symmetrischen Gruppe kennzeichnet. Diese Indizierung 


(8) nw” (q, 8) = 


(9) 

geschieht durch die übliche Angabe einer eine Zerlegung von n in ganze 
positive Summanden darstellende Zahlenfolge: 

(10) 


Die Zugehörigkeit zu einer nicht näher spezifizierten irreduziblen Darstellung 
soll daher einfach mit (4), diejenige zu irgendeiner, eventuell auch noch redu- 
ziblen Darstellung soll durch Indexlosigkeit angedeutet sein. 
we Dadurch finden die Bezeichnungen wie 


Wia- (4ı q2°** ; wy. ig DE Zu ig +++ do 


ihre sinngemäße Deutung. Einige in der Schreibweise 3,4, +++), zu lang- 
wierige Zerlegungen wenden folgendermaßen abgekürzt: Die Partitio von n 
in lauter Einser ak : 


(11) 111---1=([n] 
n 
durch eckige Klammern; die Partitio in n — 24 Einser, 4 Zweier durch 
11---122...2={n — 244, {a}. 


n— 2h 


5. Einige Sonderfälle von gebräuchlichen Statistiken, die teils zu redu- 


ziblen, teils zu irreduziblen Darstellungen gehören. Br 
a) Die Fermistatistik besitzt in obiger Bezeichnung die Zerlegung in lauter I 
Einser: Die entsprechenden Ausdrücke von 3. lauten: 
(13) Zin} (8); W {n] 8); Ir: 8). 


b) Die Bosestatistik dagegen die Zerlegung von n in einen PER — 
Summanden, d.h. in n. Man findet sie unter ie fe 
(13a) mid: Wan m 8) 


vor. 


1) E. a Ztschr. f. Phys. 40. S. 883 ff. 1927. 
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ce) Die Boltzmannstatistik kann man auffassen als eine Überlagerung aller 
Statistiken, welche zu sämtlichen Darstellungen der symmetrischen Gruppe 
gehören; jede Darstellung ist so oft darin enthalten als ihr Grad f, ist. Es gilt 


Wetz. = fay Way 


> > 
Zptz. = fa 


für eine beliebige Zahl von Koordinaten in W. Dabei ist über alle ganzen 
positiven Zerlegungen (2) von n zu summieren. Die Reduktion der Dichteaus- 
drücke und Zustandssumme der Boltzmannstatistik auf die entsprechenden Aus- 
drücke des Einzelteilchens in Hartreescher Näherung ergibt bekanntlich! 


(15) Wats. %2°** In) = S(41 P) 925 B) S(Gn Ini 


über n — k Koordinaten integriert s 
a6) WHY. * Ge) = Su 13 8) (dy 
über n Koordinaten integriert die Zustandssumme ze ope 
a7) Zn. = 
so daß sich die auf 1 normierte Dichte für n Teilchen EL eke 
We @ 

Zo 


Et 
: 


von derselben Dichte für jedes Einzelteilchen (3) nicht unterscheidet, worin 
die vollständige Unabhängigkeit der Teilchen bei der Boltzmannstatistik zum 
Ausdruck kommt. 

In a—c wird der Spin zu den Koordinaten gerechnet; man kann ihn 
unter gewissen Voraussetzungen von den Koordinaten abtrennen: 

d) Unter Vernachlässigung der magnetischen Wechselwirkung der Spins 
kann man die Dichten bei einem bestimmten Spinbetrage des Systems be- 
rechnen; die Zustandssumme und die Dichten heißen in diesem Fall 


(19) Ay, AL @, AVS) (Gy AND) Go G,)- 


e) Vernachlissigt man weiter die Austauschenergie der gleichen Teilchen 
des Systems, so fallen die Systeme verschiedenen Spinbetrags energetisch zu- 
sammen; man kann dann Dichten bestimmen, die der Fermi- bzw. Bose- 
statistik entsprechen, wobei jedes Teilchen zweier Spinrichtungen fähig ist, 
die sich energetisch nicht unterscheiden. Diese Dichten werden im Falle der 
Fermistatistik mit 


im Falle der Bosestatistik mit 


(21) Bo @, B® (a, %), (a, Gy) 
bezeichnet. 


1) Z. B. G. E. Uhlenbeck, L. Gropper, Phys. Rev. 41. S. 
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? § 2. Entwicklung der Methode, 
aus den Zustandssummen die Dichten zu gewinnen 


a) Vorbemerkung 
Se Ohne Berücksichtigung des Pauliprinzips gibt es, wie Wigner’) 
gezeigt hat, für das n-Körpersystem nach der Quantenmechanik 
so viele nichtkombinierende Termsysteme, als die symmetrische 
Gruppe von n Dingen irreduzible Darstellungen besitzt. Diese 
Zahl?) p (n) ist = der Zahl der Zerlegungen von n in ganze positive 
Summanden. 

FaBt man eine bestimmte Darstellung ins Auge, die zu der 
Zerlegung A, 2,...4, gehört, so baut sich die Folge der Eigenwerte E, 
des n-Körpersystems in Größe und Vielfachheit aus den Eigenwerten 
des Einkérperprobiems in einer Weise auf, welche durch die Sym- 
metrie der Eigenfunktionen ®, in den n Teilchen gegeben wird. 
Diese Symmetrie der Eigenfunktionen äußert sich in Hartreescher 
Näherung in den Koffizienten BT, mit denen die n! Permu- 
tationen P der Produkte w ,,(q,) * * Wun(q,) der Eigenfunktionen 
der Einzelteilchen in ihren Linearkombinationen ee 


enthalten sind. Diese Koeffizienten sind nur bis auf Ahnlichkeits- 
transformation innerhalb aller zum gleichen Eigenwert E = E, ge- 
hörigen Eigenfunktionen festgelegt, dagegen die Dichtefunktion 


2) 

ist nach Normierung und Orthogonalisierung aller Kigenfunk- —__ 

tionen für jede Darstellung eindeutig festgelegt. Driickt man 
diesen Ausdruck in Hartreescher Näherung durch die Dichte- wee 


funktion des Einkörperproblems aus, so enthält er nur noch diese 
und die Klassencharaktere der symmetrischen Gruppe Fan, 


1) E. Wigner, a.a. 0. 
2) Für n= 200 bei Hardy und Ramanujan, Proc. Lond. Math. Soe. 2, 
Vol. 17, 1918, 75—115 zu finden. p (n) ist gleich dem Koffizienten von x” in 


co 


d der Potenzreihenentwicklung von ] | ; asymptotisch gilt in erster Nähe- 


1-23 ' 
= 
& a =— 
rung pm)=e * . Weiteres bei L.E.Dickson, History of theory of numbers 
Vol. II. 
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welche bei einer bestimmten Darstellung A, A, ---A, zu einer Per- 

mutation von @, Zyklen der Länge 1, «, Zyklen der Länge 2, ---,«, 

7 Zyklen der Länge » gehören. 

A a Die n! Permutationen von n-Dingen zerfallen bekanntlich in c Klassen, 
‘ 


deren jede durch eine bestimmte Zyklenzerlegung «, «, --- a, gekennzeichnet 
wird. Die Zahlc = p (n) ist also die Zahl der Lösungen von 


(23) l-a, + ++ va,=n. 


Einen Summanden in W (q, 9 +++ 4.), der zur Klasse a = (a, «, +++ a,) gehört, 
erhält man, indem man das Produkt 


(4° ** Iu) = B) S 995 B) Ia, 
(a, Faktoren der Zyklenlinge 1) 

3 (de, + 1740, +2: 8) S (Ga, +23 + 138)- 

S(4a, + 2a,—1° Fo, + 20, 8) Sa, + 20,’ Va, + 2a, +13 8), 


klenlinge 2) 


19 — ay + 23 - ay + 29In — ay 
S — a, +13?) 
(Letzter Faktor der Zyklenlinge «,). 


n! 
bildet. Bezeichnet man die Summe iiber die - . Per- 
a,!1% a! 2% 
mutationen, die man innerhalb 77. (4, unter Vermeidung identischer 
Ausdrücke vornehmen kann [die also zur selben Klasse («) aller Permutationen Be 


von n Dingen gehören] mit >, so bekommt man: 
Pia) 
(a) Pra) 


Diesen Ausdruck liest man am einfachsten aus der Schreibweise (28) der Zu- 
standssummen Z, fiir alle Darstellungen ab. 


W (4; 92°**4,) ist also, wie es in der Natur der Sache liegt, 

ein Ausdruck von sehr unhandlicher Schreibweise. Um leicht über- 

sehbare Ausdrücke für Dichten von weniger als n expliziten Ko- ee 

ordinaten zu erhalten, insbesondere fiir solche Dichten, die nur die a 
Koordinaten weniger Teilchen enthalten, wird man daher die Dichten : 
besser rückwärts aus den Zustandssummen für jede Darstellung 
gewinnen, als durch Integrationen über die übrigen Koordinaten in 
W (4, 92°** 4, Um dies zu bewerkstelligen, sind einige Hilfssätze 
über die Zustandssummen notwendig, die im folgenden (2b bis 2e) 
aufgestellt werden. 


> 
- $: 
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b) Die Zustandssummen 


Gruppe von n Dingen gehört, geht in Hartreescher Näherung aus 
einer zugehörigen irreduziblen, von I. Schur') angegebenen Charakte- 
ristik der unitären Gruppe von n Variablen hervor, wenn man 
unter den dort verwendeten r-ten Potenzsummen s, der Variablen 
die Zustandssummen o{r 8) des Einzelteilchens versteht: 


Zi, Zi,-1 Zu-2 Zu-e+1 
Zurı Zi, Zi,-1 942 
(26) Zig dg = Zu+2 Zi+1 Zi, eee 


an Zi,+e-1 Zi, + o-2 Zin +e-3 Zi, } 
4, =4,= eee Sih; Z, = Z_ı=Z_l= eee = (0. 
Dabei ist: 


(27) Gym 217 


>) bedeutet Summation über alle ganzzahligen positiven Lö- 


(a) 


sungen der Gleichung: 
(27 a) l-a,+2a@,+ va,=n. 

Die Ausrechnung der Determinanten (26) mit Hilfe dieses Aus- 
druckes ergibt: 


A,) (9) 0°: 2 (v B) 
(28) Zi, = Dr 


(a) 
worin >) wiederum die obige Bedeutung hat. 
(a) 


ec) Anwendung des Eulerschen Satzes für homogene Funktionen 
auf die Zustandssummen 


Ausdrücke der Form (28), die noch ganz beliebige Koeffi- 


zienten a, enthalten, also noch in mehrere irreduzible Be- 
standteile zerfallen können E 


sind wegen (27a) homogene Funktionen n-ten Grades der Variablen i B 
a(8), A), o'h(38), +++, o'r(rß). Der Eulersche Satz für 
homogene Funktionen ergibt fiir sie daher, einmal angew 


» 


Mi 
Zustandssumme Z; ;,... ı, für ein Termsystem des n-Körper- 
problems, das zu der Darstellung A, A,---A, der symmetrischen 
| 
‘ . 7 Bri. 
| 
4 
4 
= 
(30) Z = — > ro(rf)——- 


2722 Annalen der Physik. 5. Folge. 


zweimal angewandt: 


i 


aZ 
+ (7, +r,)e + r,]P) de(tr, +r] 

Die dabei auszuführende Summation läuft unabhängig über r, 
und r, über alle Zahlen =1, deren Summe r,+ 7, S71 ist. 


Setzt man x, = 0" (rund Z(o 9, o (2B), --+ = Fa, +++, Zu), 


da(rp) _ 
ra, 


so ist - 1 und nach zweimaliger Anwendung des Eulerschen 


Satzes: 


Nun ist fiir r,= 7, 


2 


(o2,)? dor) 
und für r,+ r,: 
6? = 
Damit wird 
n+n=zn ar n 
nn —-1)Z= Dr (1,8) 6 (98) + Dre - 1o(r 8) 
1 r=1 


(r,+r) 
ae 


n+nt+nzn 
n(n —1)(n — 2) Z = 


Tay Tey 


+ + 58) da ([r, 


OZ 
dell tr 


4 


Z = —— > Ir, nor, 
n(in—1 0a (r, B) Oc (rz B) a 
> 
Daraus geht (31) hervor, indem man von der Zahlenrelation 
Dreimalige Anwendung des Eulerschen Satzes 
| 


N 
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Viermalige Anwendung ergibt: 


n(n — 1)(n — 2)(n—3)Z = 


Tay "ay Tay = 1 


Ir, r,r,r,o(r, B)o(r, B)o(rs P)o(r, B) 
eZ 
+ + (ln + 72) ds (ir, 8) 
+ir - 
r,+r rs 


+ (7, 
83) +, +r)r 
+ A)o (Ir do ((r, 8) 00 (r, +7) 9) 


4 analoge Glieder 

2 

! 
Bei der Gewinnung dieser Ausdrücke kommt außer dem Eulerschen a 
Satz nur die fir 0 =< k=n gültige Relation 


hey 


zur Anwendung. Sowohl die linke als auch die rechte Seite dieser Relation Bee “2 
ist die Summe der Koeffizienten der Potenzen S- 3a 


1 -1 


in der Potenzreihenentwicklung von (k + 1)! — : für |x| < 
( 


nämlich einerseits (nach beiderseitiger Division An (k + 1)!): 
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n+tr+ 4 S00 


> tebe -1 
N rn 


co 


Dir — 


r=1 


- (k+2) 


- 


Diese ersten Umformungen (30) bis (33) der Zustandssummen 
haben sie in eine Form gebracht, die sich zum Übergang zu den 
Dichten eignet, welche eine, zwei, drei, vier explizite Koordinaten 
enthalten und man sieht auch aus ihrer Form, wie die Umformungen 
unter weiterer Benutzung des Eulerschen Satzes fortschreiten 
würden. Bevor der Übergang zu den Dichten vorgenommen wird, 
sollen noch einige andere Relationen erwähnt werden. ae, 


d) Besondere Form zweier spezieller Dichten 
und Zustandssummen 
Den Dichten und Zustandssummen, die zu den beiden Dar- 


stellungen: 
n (Bosestatistik), 


1+1+.---+1 (Fermistatistik) 
gehören, kann mit Hilfe der Fredholmschen Theorie der Integral- 
gleichungen') eine besondere einfache Form gegeben werden. Es 


oa gilt nämlich für die Bosestatistik: 


1) W. Kofink, Behandlung der quantenmechanischen Statistik mit Hilfe 
von Begriffsbildungen aus der Theorie der linearen Integralgleichungen. Berl. 
Diss. 1925. 


k+l de \1-r (l — a) 
und andererseits nach dem Binom 
% ( BY 
= 
A 
4 
Ber: und 
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S (des 4,5 A) 


Sy 9; Sta, 923 2) 
B.| S(q, q; 8 n—1 0 


| 
| S(q, 9; 28) 


| 
q; np) o (n—2]P)--- 
n—1 QO 


| « o([n—3]8) - 3 

ao ({n—1]f) o((n—2]8) - (28) (A) 

weh B. an den Determinanten bedeutet, daß nach formaler Aus- Be 
rechnung der Determinante alle Minuszeichen durch Pluszeichen zu _ ee 


ersetzen sind („Bosedeterminante“‘). 
Gl. (36) stellt auf andere Weise wiederum das in (27) ein- 

geführte Z, dar. Für die Fermistatistik gelten dieselben Formeln 

unter gewöhnlicher ae der Determinanten; man erhält: 


(39) Zin) 
aus (34), (35), (36), indem man dort iiberall das B. entfernt 3 

e) Ableitungen der Zustandssummen 


Die Form (36) und (39) für Z, und Z,„, läßt leicht zwei Iden- 
titäten in einer beliebigen komplexen Variablen v erkennen: 
19* 


| 
mr 7g 
275 
4 
3 
0 
2 a (A) ’ 
S (4 9; (n— 1) a 
(36) Z, ° 
E 
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vr 

1 

= 

I] 1—ve~ué 


7 


( 1+vZ, OZ, 2) + + 


n 


(al) | =e 
(1+ve'rP). 


Daraus gewinnt man die Ableitungen der beiden nie Zu- 
-standssummen (Bose und Fermi): 


OZ, 1 
1v-1_7 


Es ist ja z. B.: 


- Z+ 


Koeffizientenvergleich der Potenzen v" ergibt die Relation (42). a: x ; 
Für eine beliebige Darstellung (A, A,---4,) findet man durch 
; _ Anwendung von (42) auf (26): 


| 


Dabei ist Pe zu Bw daß nach Wahl einer bestimmten Auf- 

einanderfolge der Zahlen A, 4, --- die definitionsgemäß wachsend 


+Z,, day — 


sein soll, unter den Z,,, re solche ebbiaiane können, bei denen 

wird. ist Z entweder 0 oder muß 
—1 Ay, An A; . 

j-rn 


a noch umgeordnet werden, um die Reihenfolge wachsender Pndizes w ieder zu 


‚A, —f,° 


erreichen. Dies geschieht durch CNN einer entsprechenden Anzahl 
von Zeilen in der Determinante Z,, ieee EEE Dabei ändert sich die 


0 
| 
t 
7. 
; 
Br: 
% 
sss it einer bestimmten Potenz von - insbesondere: TE 
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ie Null an erster Stelle steht. Weiterhin ist wichtig die Umstellung 
zweier benachbarter Zeilen, dabei wird: 


Z; ‘ =-Z eee 


Damit erreicht man leicht die definitionsgemäße Reihenfolge. Außerdem 
sieht man, daß Z = 0 wird, wenn dig, =4; — 1 ist; denn es werden zwei 
Zeilen in der Determinante identisch. 


Aus der Form (30) der Zustandssumme geht die Dichte, die 
explizit die Koordinaten eines Teilchens enthält, also die Wahr- 
scheinlichkeit, ein Teilchen am Ort q---q+,4q vorzufinden, nun 
leicht hervor. Es gilt der Hauptsatz: 


f) Übergang zu den Dichten 


OZ 
S(@ 


ganz allgemein fiir alle Dichten, die also eventuell noch nach mehreren 
irreduziblen Darstellungen zerlegbar sein kénnen. Fiir nicht mehr 
weiter zerlegbare kann man mit Hilfe der Differentiationsformel (44) 
weiterhin schreiben: 


Analog geschieht der Ubergang von der Zustandssumme in der 
Form (31) zu den Dichten, die zwei or Koordinaten q,, q, 


enthalten: 
2; ade 4 


Der Ausdruck für drei explizite Koordinaten g,, 9, 4; soll wegen seiner 
Länge nicht mehr angeschrieben werden, sondern nur noch durch Angabe der 
Ersatzgrößen angedeutet werden. Man ersetze in (32): 


a > 
4 
Fr 
Ar 
Pr 
( 
/ { 
= 


915% 8), 
er, + 75] 8) S (qi, 933 71 
+ 75) 8) S (925 933 BY S (sy 423 
+ 955 S BY S (da, 113 - 


Man ersetze in (33): 


S (Qi, 953 7) P) j= 1, 2, 3, 4. 
> Sq, S(q;, 8) i,j = 1, 2,3, 4 
: 
> 957 ASO, A 1,9, = 1, 2, 3,4 


_ durch Vertauschen von 
12571 BS Gay 95372) S 738) 
995 S 115 q, oder q, > 
+ | Us 


é Bei der Ersetzung muß man bedenken, daß ein in allen Koordinaten 
symmetrischer Ausdruck entstehen muB, da die Dichten in allen Koordinaten 
symmetrische Funktionen sind, und daß die 7,, 7,, 77, 7, alle dieselbe Zahlen- 
folge durchlaufen; in diesem Sinne identische Ausdrücke sind wegzulassen. 
Dann sind obige Ausdrücke bis auf eine Permutation der r,, r,, 7,, 74, und 

die Dichten aber eindeutig bestimmt. 


Der vorstehende Weg von den Zustandssummen zu den Dichten 
wird durch folgendes gesichert: 
1. Für die beiden Sonderfälle der Fermi- (4, = 4, = --- = 4, = 1) 
und der Bosestatistik (4, = n) stimmen die Anaistehe (45) mit den 
auf anderem Wege gewonnenen (38), (35) überein. Vergleich von 
(88), (85) mit (49), (48). 
| 2. Werden die Dichten mit dem Entartungsgrad der zugehörigen 
Darstellungen f,,;,...,, multipliziert und über alle Darstellungen 
_ summiert, so müssen n die Ausdrücke der Boltzmannstatistik erhalten 
werden. In der Tat gilt unter Benützung der in nn nd (17) er- 
wähnten Tatsachen, d.h. unter Benützung von 


> = = 0*(P), 
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wobei 


= (A, 4,-**4,) und >) Summation über alle Zerlegungen (10) 


A 
von n bezeichnet: 


fay Zu) 


r=1 


(4,9; r 3) 


r= 


S(q,q; B)o"- 


B)S(a, 

+) usw, Ausdrücke, die mit denen der Boltzmannstatistik (16—18) 
iibereinstimmen. 

3. Die primitive Forderung, daß die Dichten über die Koor- 
dinaten integriert die Zustandssummen ergeben, ist erfüllt. 

Damit ist die Gültigkeit dieses Übergangs zu den Dichten, die 
zu irreduziblen Darstellungen gehören, gesichert. Da jede, die zu 
einer reduziblen Darstellung gehört, sich linear durch zu irredu- 
ziblen gehörige Dichten ausdrücken läßt, so ist der Übergang all- 
gemein auf diese Weise durchführbar. 


§ 3. Besondere Form der Dichten für die Bose- und Fermistatistik 


Im Falle der symmetrischen und antisymmetrischen Darstellung 
ergeben sich besondere Vereinfachungen, welche es ermöglichen, 
auch den allgemeinsten Dichteausdruck mit k expliziten Koordi- 
- naten bei n Teilchen in kurzer Form zu schreiben. 
ER Unter Verwendung der Differentiationsformel (42) und (43) er- 
hält man aus (45) für Bose- und Fermistatistik: 


ı X 
8@8; rB)Zn-+, 


r=1 


-->(-1 


r=1 
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aus (47): 


Wald) = 
= 


= (— 2 S BS r, 
SQ; 3 B)S 4; r, [n 


Daraus ist der allgemeine Ausdruck fiir k explizite Koordinaten 
gu erkennen: 


Ty 


mt Sn 


1 
%) = n(n—1)++-(n—k +1) 2 


B.|S (9,95 P)S (95 %3 
S 913 728) S (de 728) Z 


S (4. 913 r,B)S Qy 95; Sq, r r„B) 


1 


(53) (5; r,8)---8 (9, %3 7, 2) 
| | 


(Trt + r,)) 


1 (Bose) bzw. (— 1a (Fermi). 


mi 84 ER die zu den Darstellungen mit den Zerlegungen von nin 
zwei Summanden und mit den Zerlegungen von n in lauter Einser 
und Zweier gehören 


Nach (26) sind die Zustandssummen, welche zu der Zerlegung 
von n in zwei Summanden A, = A, gehören (AS — A): 


Zi Zı-ı| 


bzw. 
| 
| 
.—_ 
| 
er für 2 
ie in der Summe übrig bleibt, in den auf anderem Wege gefundene 
uch mit (25) 
Ausdruck ( (25) 
+) 
| 
- 
7 


Zin-a] 


zusammensetzt wie Z. ‚aus Z,, Z_u Z, 


Zu diesen assoziiert sind die Darstellungen, welche zu der 

Zerlegung von n in n — 24 Einser und A Zweier gehören: 


A-2241 = An-2242 = 
Die zugehörigen Zustandssummen lauten: 


Za -1) 
(55) = 


Daß sich Z, (4) U8 den Zu-ajr ebenso 
Z, 


n—i? n—A+1? 
leicht. Die symmetrische Gruppe von n Dingen besitzt einen Normalteiler, 
die alternierende Gruppe, welche alle geraden Permutationen umfaßt. Seine 
Nebengruppe (die ungeraden Permutationen) besteht aus allen Klassen, welche 
eine ungerade Anzahl von Zyklen geradzahliger Zyklenlänge enthält. Die 
Charaktere assoziierter Darstellungen gehen auseinander hervor, indem man 
diejenigen der alternierenden Gruppe ungeändert läßt, die der Nebengruppe 
mit — 1 multipliziert, d.h. es ist: 


ER beweist man 


Insbesondere hat man, da Pes zu Z, assoziiert ist: 


In] + 


wobei 1-a, + 2a,+ --- =m bedeutet. Es ist also: 


44) = ~ (> je lea, +2a,+ =2, 


a,!1% .0,12% ... 


(8) 


Yot 


ö 
r 6, + bgt 
(d) 

(Eine Verwechslung der @, die in Z,,_,, in doppelter Bedeutung gebraucht 
werden, und eine Verwechslung der ¢; in (56) mit den sonst verwendeten & 
für die Energiewerte des Einzelteilchens, dürfte nicht zu befürchten sein.) = 

Die Behauptung der Gl. (55) ist also: Ah a. 


2? 2 8,1 1.8! ö,! ofa t 


1%. a! 
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2 "2,2 > bedeuten Summation über alle Lösungen der jeweils 
(a) (e) 


rechts Gleichung. 
he am); (4) geht also durch Koeffizientenvergleich der Produkte, deren 


= 6, +6, = 4, 
= 0, = & 


. 


erfüllen, aus den einfachen Charakteren 


Darstellungen [4], [A — 1], [n — 4], n — 2 + 1] hervor: 


{n — 22, {2} 


x r 
a,!y,!1%- 


198... 
at 0, = 
{n — 24}, {4} _ & - > (3) 
(a) (B) 
5 worin > bzw. >, Summation über alle positive, ganzzahlige Lösungen 
(a) = 
bzw. By, ere By yon a, + 20, + + ha, bzw. 


1-6,+238,+ ++» bedeutet. Dieser Charakter ist nun 
in der Tat nach dem Kennzeichen (56) assoziiert zu demjenigen von Z, „_;» 
für den aus (54) folgt: 


mit derselben Bedeutung der > und > wie in (57). Damit ist die Giiltigkeit 
(a) (#) 


von (55) erwiesen. 


Der Übergang (30) zu den Dichten ergibt nun unter Anwen- 
dung der Differentiationsformel (42) 


1 n 


— 
— {in — aM 4Wi(QZn- 
— (A — 


| 
< - - 3 
§ 
i 
| 
N 
3 
par 
5 
N 
~ q 
‘ee ‘ 
iv . 
| 
4 
a) 
; 
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und bringt mit (48) die Zurückführung auf die einfachen Dichten 


(85) und Zustandssummen (36) der symmetrischen Darstellungen 
1, m—A;2—1; n—1+1 zuwege Analog erhält man für die 
assoziierten Darstellungen mit Hilfe der Formeln (43) und (49): 


— {im — 4) Won - + (Q) - 
—(n—24 1) @Zp-y 
1 
| und ersieht durch Vergleich mit (58), daß auch in diesem Dichteaus- 

druck der Übergang zu den assoziierten Darstellungen durch ein- 
‘ faches Ersetzen von Z; durch Z-;; und W;(q) durch W;;)(q) geschieht. 


Diese Dichteausdrücke haben eine weniger einfache Form, wenn sie 
unter Hervorhebung der S(q,q: 78) geschrieben werden; sie lauten dann 
a@sn—)): 


f 


A 
ye, Ss 
n [ (4378 


r=1 


r-1 EN, 
(— (8G 957 AZ, 


r—1 
(-1) Siq,q3 7 8) Za-2i—n { 


Für zwei explizite Koordinaten erhält man: 
1 


+ (n — A) (n — A— 1) Wand (4, 
Ad —(A—1)(a —2)Wi-1( q,)Zn-241 Z ; 
+ W, -i+ 1 (4,) W,- 1 


Zu der zu _, (9,9,) assoziierten Dichte cay Qa 92) 
geht man über, indem man in W;, ,—1(g, 9) an Stelle von W ;(q,, q,), 
W;(q), Z; überall die Assoziierten W,,)(q, q,), (@), Zu, setzt. 


4 


| 
EN 
= 
(58’) + O10, 9 n — al +r +1] 
1 ER 
r=] - 
2 
| 
= Alk Z 
1 
% 
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R er Um vollends zu sehen, wie der Prozeß des Übergangs von k auf k + 1 
: explizite Koordinaten weiterläuft, folgen auch noch die Dichten mit drei 
expliziten Koordinaten: 


1 

7( 

qs) = n(n — 1) (n — 2) 
WZ; 

Dan —ALW, (GH, (Gs) 

+ Wy Wy, G2) + Wy 9) W, 

ALW, (q) (Yay Ys) 

+ W, (42) Wy— + Wy 

4) W,_ 4.1 Gs) + Perm.) 

_ı WW, + Perm.}} 


faa — 1) (&— 2) Wy 9s) 


Zu den assoziierten Dichten Waren, (Uy Ya» Ys) gelangt man in gleicher 
Weise wie oben für we 223, (4) 

z Es ist nun ersichtlich, wie es weitergeht. Die vier Summanden, die Z 

enthalten, treten in allen auf, bis sie sukzessive ver- 

schwindende Faktoren erhalten, wenn 


k>4, Zi+l, Sn-A41, Sn-14+2 


Soli dieses Glied nicht wegfallen, so muß E 
A-e+l>1 und n-A-k+e+121 

sein, d.h. « in den Grenzen liegen: = 


ie k—e Koordinaten, dann bleiben solche Glieder nur übrig, wenn 
k—-ix=ax=n-i 
ist. Analog findet man für die Glieder W,_, - W,,_,, ; zwei Ungleichungen. 


Soll Wy 1 41 %) noch vorkommen, so muß 


k+i-l—-n=e=i-l, 


| 
| 
\ 
ogg oe wird. Die Zahl der restlichen Glieder nimmt zunächst zu, um später eben- 
= falls durch verschwindende Faktoren wieder verringert zu werden. Unter 
ng Se diesen restlichen Gliedern treten nur solche mit den Indizes A und n — 4, 
fag ZN a bzw. 2 — 1 und n —1 +1 auf, und zwar alle, bei denen die Summe der An- 
0... zahlen der expliziten Koordinaten beider Faktoren gleich der Gesamtzahl k der 
expliziten Koordinaten in W, „_;(9 a) ***, 1) ist. 
EN So kommen also z. B. « Koordinaten in W; (q,, 9, ***,q,) und k—e Ko- 
ss ordinaten in W,,_, z ) lie Faktoren von diesem Glied sind: 
Enthält jedoch VJ Koord nd 
= 
= 
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so muB 


k-A+1sSa=n-i+l 
gelten. 
Für k = n Koordinaten werden diese Ungleichungen zu Gleichungen. 
Es kommen nur Glieder der Form: n 


und 

vor und alle Glieder, welche durch Permutation der q, aus den ungeschrie- 
_ benen entstehen unter Weglassung aller, die sich nur durch verschiedene 
Reihenfolge der q; innerhalb der einzelnen Faktoren W unterscheiden. 


es Also sind die Dichten, welche von allen n Teilchenkoordinaten 
explizit abhängen und zur Zerlegung von in zwei Summanden A,n— A 
gehören A=n-— A) 


Pın-i 


«Wen 


und die dazu eateiliniien, welche zur Zerlegung von n in A Zweier 


= und n — 24 Einser gehören 
Way (Qs 42; °° ) 


W tn—aj (Qi +19 In) 


Pa-1,n—A+1 


W tn—a+1)(Qas 


(68) 


wobei die Summation über die ind! Permutationen der Fu 

_m Variablen q,,4,,-++,q, in zwei Folgen von A und n — 4 Variablen 

ohne Beachtung der Reihenfolge innerhalb jeder dieser Folgen be- 


deutet. 
§ 5. Dichteausdriicke für einige reduzible Darstellungen 


a. Die in der Wirklichkeit realisierten Eigenfunktionen I 
n-Körperproblems sind die in allen Teilchen antisymmetrischen, 


} 

| 
| 
| 
An 
1 
As 
| 
i 
3 
| 
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wobei jedes Teilchen durch vier Bestimmungsstücke, nämlich drei 

Raumkoordinaten und eine Spinkoordinate, gekennzeichnet wird: ae 


Zu der Folge dieser antisymmetrischen Eigenfunktionen gehört eine 
Folge von Energiewerten. Da der Variabilitätsbereich von o, nur 
aus zwei Werten (—4, + }) besteht, so läßt diese Folge der 
Energiewerte dann, wenn die magnetische Wechselwirkung der 
: = Teilchenspins vernachlässigt wird, bekanntlich eine Aufteilung in 
 Unterfolgen zu, welche man nach dem Betrag des Gesamtspins s 
& bzw. genauer nach dem Maximalwert des Spins in einer Richtung, 
ze numerieren kann; bei den Atomspektren sind diese Unterfolgen als 
die verschiedenen Multiplettsysteme bekannt. Ist der Betrag des 
_ Gesamtspins s, so fallen innerhalb der durch s gekennzeichneten 
ee Unterfolge bei Vernachlässigung der magnetischen Wechselwirkung 
“a 2s + 1-Energiewerte (die Multiplettkomponenten) im Energieschwer- 
N punkt zusammen. E. Wigner’) hat die Darstellung A’ angegeben, 
welche beim n-Körperproblem zu einem Betrage s des "Gesamtspins 
sie ist in irreduzible Bestandteile zu 


A=0 


Dies gilt sowohl fiir gerade n, wo der Betrag des Gesamtspins 
die Werte s=0, 1, 2,-- 


n 
5, Wie für ungerade n, wo er die 
n 
--»— annehmen kann. 


Da p eine lineare Funktion von irreduziblen Charakteristiken _ 
ist, so läßt sich der Übergang zu den Dichten nach Formel (45) 
vollziehen. Mit (59), (60), (63) werden dann die Dichten, welche nur 
noch von den Raumkoordinaten 7, = (2,, Y,, 2,) aaa 


=U 


1) E. Wigner, Gruppentheorie, S. 139—152; 195f.; 
1931. 


3 
| 
(64) 
he n 
275ff. Braun- x 
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(n) 1 n 
2. de) = {( 


SchlieBlich ist, wenn 
werden 


As (915 es Gn) 


/ 


(A | 


rh 


bedeutet Summation iiber die aus dem angeschriebenen 


2 


n 
-—8 > +8 


möglichen Weisen zu zwei Abschnitten von 5 


gruppiert werden, wobei die Reihenfolge der Variablen innerhalb jedes 

Abschnitts belanglos ist. 

Integriert man über 7 in (65) oder 7, 7, in (66), oder 
I Ga +: 7, in (67), so erhält man die besonders einfache Form für 


— s und 7 +s Variablen 


(68) 


As) Gas Gn) kann man noch etwas vereinfachen unter Benutzung der 
Formel (37) für W dn und W,, Ge 


> 
[3 -s| E +s 
+ (3 s) n (1) Von (93 
alle Koordinaten explizit geschrieben 
| 
Sy % = ER 
Gliede hervorgehenden Summanden, wenn die n Variablen auf die 
: 
. - 
AR 
7 
A Z Zrn 
4 
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A(s) = 
S( 4; B) G3 B) 
| ‘ 

| S 8) S (de B) ee Wis 


. 
. 
- . . 


A 


2 


b. Hat man eine Gesamtheit, die Systeme aller Spinbeträge ent- 
hält, so kommt der Gesamtspin s mit einer relativen Häufigkeit 2 
vor, wenn s + 0 ist; der Gesamtspin s = 0 tritt nur mit der relativen 
Häufigkeit 1 auf). Da die Ausdrücke 


(n) n) 
(9 A’ 9) A, (4; In) 


gleich bleiben, wenn man +s durch — s ersetzt, so wird der obige 
Sachverhalt für gerade und ungerade n am einfachsten durch 


n . n . 
Summation über s von —-> bis + 5 zusammengefaßt: Die Zu- 


standssumme einer Gesamtheit von Systemen aller Spinbeträge ist 
” 


s=-5 


Da auch F® eine lineare Funktion von Dichten irreduzibler Dar- 
stellungen ist, nämlich aus (64) und (70) folgt BE a 


She 
[=] 
Foe (n — 20+ 1) 


A=0 


2 
hier der Ubergang zu den Dichten nach (45) erfolgen. Es ist also 


worin [+ die größte ganze Zahl <— bedeutet, so kann auch 


1) E. Wigner, Gruppentheorie, S. 144. 
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; 
S (42545 ‚pP 
an 
2 
(69) 
f 
| 
En 
| 


oder auch aus (65) 
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1 x 
D> 


r=1 


2 
(— 17718@, G7 B) >) 
r=1 A=0 


1 n n ; 
(72) 


rhalt man fir zwe 


Analog e 
(73) 


und für n explizite Koordinaten ® 


(74) FOG, = > Aw Gs 


Durch Übergang zu den assoziierten Dichten W,,; > W, gewinnt 
man ähnliche Formeln für die Bosestatistik, wenn eine 4. Komponente 
mit nur zweiwertigem Wertebereich von jeder Koordinate abtrennbar 


| explizite Koordinaten 7, 7, 4 
u 
(11%) = > A(A — 1) 
+4 (n 4) (Win (9;) Wn-aj + (9) Wi: Pr. 
| 
| 
| 
q 
ist, es gilt also z.B. für die Zustandssumme | 
(75) BO = > Z, Zu-ı usw. 
| her! 
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§ 6. Grenzfall verschwindender Temperatur 


T —> 0, d.h. 8 — oo vereinfachen sich alle bisherigen 
Dichteausdrücke, indem nur Glieder tiefster Energie E,= E, in 


standssumme Bezeichnet man mit 
v 


— Se-4|@ q,--+q,)|* erhalten bleiben. Dasselbe gilt für die Zu- 


> 

(eimai 
r=1 


p> 00 Zin 


(915933 P)S (154993 ß) S ß) 


proo | (8) n—1 


On (1991) On (1 92) On (91, In) 
| Qn 41) (Qn (92 92) *** On In) 


0, (I q;) 0, (4, (4, Gn) 
5 gilt. Auch in (53) bleibt nur das eine Glied 


rn 


(n) | 
0, (Var Gy) On (Qu 92) On 


die Diracsche Dichtematrix für A Teilchen, so sieht man leicht, 
0 daß für die Dichten, die zur Zerlegung von n in lauter Kinser ge- ? 
hören, bei n expliziten Koordinaten 4 
| 
| 
Bi übrig, so daß bei n Teilchen für k explizite Koordinaten = 8 ~ 
5 
78) | 
( 


ist. Insbesondere wird also 


Wins 2) 
79 li = 
woraus in Übereinstimmung mit der Bedeutung der o- Matrix: : 


hervorgeht. Diese sind die von Dirac für den Fall antisymmetri- 
scher Eigenfunktionen des Mehrkörperproblems in Hartreescher 
Näherung abgeleiteten Ausdrücke). 

Auch die Dichten, welche nach Abtrennung des Spins von den 
Raumkoordinaten im antisymmetrischen Fall entstehen, gehen für 
T — 0 in einfache Funktionen der Diracschen o-Matrix über, 
(68) und (69) geht hervor: ines 


A (4) (Gi Ge 
B>o Aw) 
On _, Arh) On _ (Tis 
2 2 
1 


und aus (65) und (68): 


li @ 1 line n 
(82) w @ 
n [3 ++] | 1 [eo 
| 
unter Beniitzung von (79). 


N 1) P.A.M.Dirae, Proc. Cambr. Phil. Soc. 27. S. 240. 1931. en 


‘ istische Thermodynamik usw. | 2 
i 
4 
0 
| On In = 
’ . - 
81 On _, (Im _ 
‘| 
(9,9) + 
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§7. Beziehungen zur Fowlerschen Form der Quantenstatistik 


Die Gibbsschen virtuellen Gesamtheiten sind unter Verwendung 
der Quantenmechanik schon vielfach behandelt worden. H. Fowler!) 
hat zur Behandlung der mikrokanonischen, J. C. Slater?) und 
BR Be von Neumann’) haben zur Behandlung der kanonischen Ge- 
 samtheit die Quantenmechanik verwendet. 

| In dieser Arbeit soll die Teilchenzahl n immer als fest betrachtet werden; 
es handelt sich also hier durchweg um in der Teilchenzahl*) mikrokanonische 
Gesamtheiten und die Bezeichnung einer Gesamtheit als kanonisch oder mikro- 


Zur Behandlung der mikrokanonischen Gesamtheit muß man 
BR, von vornherein von einem der Quantenmechanik völlig fremden Be- 
5 griff, dem Entartungsparameter, Gebrauch machen. Obwohl dieser 
23 der vorquantenmechanischen Auffassung der Gasentartung 
ie entstammt, so bietet: doch seine Einführung den großen Vorteil, 
EHER : Daher erschien es mir wünschenswert, diesen Begriff auch in 
ater kanonischen Gesamtheiten einshläheen, d.h. die bis jetzt (§ 3 
bis 8 6) verwendeten, vom Gesichtspunkt rechnerischer Einfachheit 
_ unförmigen Dichteausdrücke, in exakter Weise so umzuformen, daß 
= sie mit den Ausdriicken der mikrokanonischen Gesamtheit vergleichbar 
werden. 
: Es wird sich zeigen, daß die kanonische Gesamtheit ein ge- 
_ wisser komplexer Mittelwert über lauter mikrokanonische Gesamt- 
heiten ist. Die Gewichtsfunktion bei dieser Mittelung hat jedoch keine 
ig ae Bedeutung, was wohl darauf hinweist, daß kanonisch und 
_ mikrokanonisch gebildete Dichteausdriicke zwar in erster Näherung 
_ übereinstimmen, in höherer Näherung jedoch keine einfach deut- 
A Abweichungen voneinander zeigen. 
a Die Umformungen können nur für den Fall symmetrischer und 
Eigenfunktionen in einfacher Weise vorgenommen 
werden. 
a) Die Fowlersche Übertragung der mikrokanonischen Gesamt- 
heit in die Quantenmechanik beginnt mit der Berechnung der Zahl 
un der Teilchen, welche sich nach Bose- bzw. F ermistatistik im u-ten 


1) H. Fowler, z. B. Statistische Mechanik, Leipzig 1931, S. 533 ff. 
2) J.C. Slater, Phys. Rev. 38. S. 237. 1931. 

3) J. von Neumann, Göttinger Nachrichten 1927, S. 273: FR 
4) M. Delbrück u. G. Moliére, Sitz.-Ber. d. Preuß. Akad. d. Wiss. 1936. 


: 
kanonisch bezieht sich nur auf die Energie. 
befinden; diese Folge kann man sich wie bisher als Eigenwerte der 


Shikäingeughihhieg des Einzelteilchens im Hartreefelde denken. 
Man erhält für diese Zahl (oberes TREO: für Bose-, unteres 
Vorzeichen für Fermifall): 


(83) 


u” pre 
worin r der durch die Gesamtzahl n aller vorhandener Teilchen des 
Systems nach der Gleichung 


- Be 

(84) n= n 
2" 1 re ß 

bestimmte Ratertendepartandiek ist, Von hier schreitet man zur 


ortsabhängigen Dichte weiter, indem man (83) mit der ee 
lichkeit (q)|*, ein Teilchen der Energie é, am Orte dq 


(85) n(q) = > 


oder umgeformt unter Verwendung der Bezeichnung (2): 


k=1 


und für (84) auch 


(87) n= 


b) Aber auch die Dichteausdriicke der kanonischen Gesamtheit “ia 
lassen eine ähnliche Schreibweise zu. Man verifiziert nämlich leicht Bu. 
[insbesondere unter Benutzung der Fredholmschen Theorie der Inte- = a 
gralgleichungen})] die Reihenentwicklung (v komplexe Hilfsvariable): 

Für Bosestatistik: 


kp) 
k=1 


= W, + 2v? W, (g) + W, (g) + + kv* W,@ 
+"! +. +" At 
. Für die Fermistatistik: 


ai oF (4,9; kp) 
k=1 


1) W. Kofink, a. a. O. 


W. Kofi 
| ofink. Statistische Thermod 
odynamik usw 
id 298 
a 
on 
2 | n(q) 
g= > (+ 1-4 
i ) rk S(q q; k 
(88 
- 
\ 
WERT 
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Die Nenner in diesen Reihenentwicklungen sind aug (40) und 5 
(41) bekannt und nach dem Residuensatz der Funktionentheorie | 
gewinnt man: 

1. Für die Bosestatistik: 
dv 


2. Für die Fermistatistik: 


Der dem mikrokanonischen Dichteausdruck (85) FREE 
kanonische ist, 


n 
$7 Z bzw. 
“n Zen] 


Es gilt also: 
1. Fir die Bosestatistik Nee 


(n+1) 
n P ve 1— 


dy 


“uP) 


als kanonischer Ausdruck zu dem mikrokanonischgn (85) mit dem 
oberen Vorzeichen; 
2. und für die Fermistatistik korrespondiert der kunde 


(92) 


Ausdruck 
[[¢ + ver dv 
7 


zum mikrokanonischen (85) mit dem unteren Vorzeichen. 

Man sieht daraus, daß die Dichte in einer kanonischen Gesamt- 
heit eine Mittelung über mikrokanonische ist; die Gewichtsfunktionen 
sind die Funktionen (40) bzw. (41) und die Mittelung verläuft über 
eine Kurve um den Nullpunkt in der komplexen Zahlenebene der 
Hilfsvariablen v. Eine physikalische Deutung wird man dieser 
Mittelung wohl kaum geben können. 


Nähert man jedoch das Nennerintegral jn (92) und (93) mit Hilfe der 
Sattelpunktsmethode an, so findet man als den im wesentlichen zum Integral 
beitragenden Punkt der v-Ebene den Punkt v =r auf der reellen Achse, 
welcher genau der Bestimmungsgleichung (84) genügt. der » Sunshine, 


( 
MWe 
vedo 
| 
: 
é 
(ox; AL 
3 


1 Stelle v = r geliefert werde, gehen dann die Ausdriicke fiir die kanonische 
Gesamtheit (92) bzw. (93) in die der mikrokanonischen (85) iiber. 


c) Nach Abtrennung der Spinkoordinate o, von 4, Y,,2,»%) 
und Vernachlässigung der Teilchenwechselwirkung (Austausch- und 
magnetische Wechselwirkung) hat man die Dichten F™ (q) und die 
; Zustandssummen F), Auch diese lassen sich mit Hilfe eines Ent- 
artungsparameters schreiben. Es ist nämlich nach (70) und (41) 


FO = » Zu Zin “oki 


Am0 


= dem Koeffizienten von v” 
in (Z, + 0Z, + 0? Zp) + Zu + +)? 


= dem Koeffizienten von v” 


v2 vk 
in e [-we-oem 3 +(- 1% + 


4 ST = dem Koeffizienten von v in I] (1+ ve 
u 


und weiter nach (72) He 


n 


- Koeff. von o in > 


r=1 


1 


Fo = (1+ve dv, 
u 


= 2. go + ve ‘aP)? 


ve e,6 


Kofink. is ta. 
BR fink. Statistische Thermodynamik usw. 295 
daß auch in den Zählern der Hauptbeitrag des Integrals nahezu von dieser N a 
(94) 
ME. 
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n Fo @ 
2 m" 

methode wie im letzten Abschnitt b in den entsprechenden Ausdruck für die 

mikrokanonische Gesamtheit über. 


FO@ 


wobei diesmal (entsprechend der Tatsache, daß an jedem Ort g zwei Spin- 


geht bei derselben Art der Anwendung der Sattelpunkts- 


(98) 


B 

Fir die Bosestatistik man analog 

100 —@+D gy 


—ve 


(101) Bo = = 


n Ia 


und fiir den Entartungsparameter 


n 
Indem man (94) und (100) mit (91) und (90) vergleicht, sieht man, 
daß die Gewichtsfunktionen im Abschnitt c) das Quadrat der im 
Abschnitt b) vorkommenden sind. 

Die Anwendbarkeit der Sattelpunktsmethode in diesen Fällen 
soll hier nicht untersucht werden, denn das Ziel der im §7 vor- 
liegenden Betrachtung war hauptsächlich die Gegenüberstellung 
der kanonischen und mikrokanonischen Dichteausdrücke und Zustands- 
summen; die Ausdrücke der kanonischen Gesamtheit [(92), (93); (96), 
(97); (100), (101)] erweisen sich als komplexe Mittelbildungen über 
die entsprechenden Ausdrücke der mikrokanonischen Gesamtheit 
[(85) bzw. (86); (98) rechts usw.] unter Zuhilfenahme gewisser Gewichts- 
funktionen. 

Herrn Prof. Dr. E. Madelung möchte ich herzlich danken für 
das fördernde Interesse, mit dem er diese Arbeit begleitet hat. 


Frankfurt a./M., Institut für theoretische Physik der Uni- 
versität. 
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